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Abstract: The present article has for objective to present an alterna-
tive reconstruction of Concept of Structure, motivated by the articles
[1] and [3], as an abstract generalization of what is a mathematical
object. First, its construction is presented, that is related to the Type
Theory and Order in Logic. Which give us a context for properties and
several interesting examples. Secondly, we will proceed towards a con-
crete semantic for analysing structures and letting us operate in them.
Thus we are able to know “what itXB is true in it”. Results of order
and individuals reduction are presented through our construction. In
the end, we formalized the discussions referred completely in our Type
Theory.

keywords: Structure, Models, Structure Semantics, High-Order Logic,
Newton Da Costa.
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90 VIDAL HUMBERTO NAVARRO MENA

Resumen: El articulo tiene por objetivo la reconstruccion alternativa
del concepto de estructura, motivado por los articulos [1] y [3], como
una generalizacién abstracta de lo que es un objeto matematico. Pri-
mero, mostramos su construccién, que tiene que ver con la teoria de
tipos y orden en légica, dando a lugar a propiedades y varios ejemplos
interesantes. Luego avanzamos hacia una seméntica concreta, para su
analisis, y para permitirnos operar sobre ellas, sabiendo de este modo,
lo que es “lo verdadero en ella”. Obtenido ello, mostraremos los resulta-
dos de reduccién de orden y de individuos, pero vistos en este contexto,
asi formalizando completamente en nuestra teoria de tipos la discusién
de [1] (Ver también [2] y [3]) sobre estos temas.

Palabras clave: Estructuras, Modelos, Seméantica de Estructuras, Lo-
gica de orden mayor, Newton Da Costa.
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PROLEGOMENOS PARA UNA TEORIA FORMAL DE ESTRUCTURAS 91

Introduccion

El objetivo del presente trabajo es el estudio de Estructuras mo-
tivado substancialmente por [1]. En principio este articulo puede ser
leido independientemente de [1], sin embargo la motivacion real, y, el
extremo detalle con el que se ha hecho este articulo, se aprecia mejor
por su conexién con el trabajo de N. da Costa y sus coautores. Destaca-
mos que la motivacion de los autores de [1], [2], [3], es explicar desde un
punto de vista contemporéneo las investigaciones de J.Sebastiao da Sil-
va y N.krasner sobre una teoria de Galois generalizada. Mas que tratar
de generalizar la teoria de Galois clasica [5] a otro tipo de ecuaciones? o
otras teorias algebraicas® nosotros entendemos la teoria de S. da Silva*
como un intento de producir una teoria aniloga en logica matematica.
Puede ser importante en este punto citar a A.Robinson: ‘“the suggestion
that numerous important concepts of Algebra possess natural geraliza-
tions the framework of the Theory of Models has met with a rather less
lively response. Nevertheless, it is still the author’s belief that investi-
gations in this direction are both interesting and valuable.”[8] pagina
VI.

En este articulo nos ocuparemos de formalizar completamente la
nocién de estructura a la N.da Costa y sus coautores, y dejaremos
nuestra version de “teoria de Galois” para otra publicacion. Una pri-
mera version de esta teoria ha aparecido en [7]. Empezaremos con la
construcciéon de estructuras y a medida que se avance abarcaremos su
semantica. Para ello en el primer capitulo se mostrara la base para
el concepto de estructura. Conectandolo con lo mostrado por Newton
Da Costa en [1]. En el segundo capitulo continuaremos con ejemplos
de estructuras: la estructura simple y miltiple, como la expresion en
las estructuras de la diferencia e tipos con un solo individuo y varios, la
estructura analoga como herramienta de reduccion de individuos, la es-
tructura I fundamental como herramienta de reduccién de orden, y por
ultimo la estructura completa, como formalizacion del objeto (D), en
[1] pagina 4, que interesantemente, no es estrictamente una estructura

2Como lo hizo S.Lie y definitivamente Vessiot para ecuaciones diferencia-
les.

3Como en el caso de Krasner

“Como explicada en [1].
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92 VIDAL HUMBERTO NAVARRO MENA

en el sentido dado aqui. En el tercer capitulo construimos una seméan-
tica pertinente para ello reconstruimos los lenguajes, con la salvedad de
que ahora son para varios individuos. A partir de ello formalizaremos
las herramientas para la interpretacién, y asi avanzar hacia una teoria
de modelos para estructuras. Habiendo desarrollado estas herramientas
esenciales, mostraremos un concepto bastante intuitivo®, al que llama-
remos transicién. Sumado a las herramientas mencionadas, posibilitara
una demostraciéon de nuestros principales teoremas, reduccion de indi-
viduos (3.19), reduccion de orden (3.22) y corolario sobre reduccion de
orden e individuos (3.23).

1. Reconstruccién del concepto de estruc-
turas

Lo a realizar en este trabajo sera bajo la teoria de conjuntos de
Neuman-Bernays-Godel(NBG), aunque la exposicién sea un tanto in-
formal, esta sera rigurosa y precisa, en el sentido usual de los trabajos
de logica matemaética: usamos argumentos de matematica estandar en
el entendimiento que todo se puede formalizar en el lenguaje adecuado.

Definicién 1.1. Sea un conjunto I # 0 definimos:

1. El generado de I, como el conjunto
G(I) ={{a1,...,ap)a1,...,an, € IN1 <n<w},

donde w es el menor ordinal transfinito. Ademds definimos de
manera recursiva, para 0 < < w,

GO =1, 3, 6" =g (VM0 <j<1}).
2. El conjunto Ty, de la forma
7= {g”>(1)|0 << w} :

Diremos que el conjunto T, que satisface I N g(l)(I) =, para
cualquier Il € IN, es el conjunto de tipos de I.

5Claramente visto en otros ambitos, por ejemplo teoria de modelos satu-
rada, pero de un modo distinto.
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PROLEGOMENOS PARA UNA TEORIA FORMAL DE ESTRUCTURAS 93

3. Los conjuntos T(I), con 0 <1 < w,
TO(1) = GO(1), y, TV (1) = GV(IN\G' V(D).

Diremos que TW(I) es el conjunto de tipos de orden | de
T1, y lamaremos a T®)(I) el conjunto de individuos de Tr.

Notemos que esta definicion es equivalente a la definicion de los
tipos T en [1] pagina 4. Para ello observemos que en el caso I = {i},
a € T de orden® 0 entonces a € I C Ty, luego usando la forma inductiva
de T tenemos que a = {(ay,...,a,) € T,y usando hipétesis de induccion
sobre el orden de a; para 1 < i < m, tenemos a; € T7. Luego a; € G"i (1)
para ciertos 0 < n; < w. Asi, por la definicién anterior, basta fijar ¢
como el maximo de los n;, para obtener que

<Cl1, .. .,an> S g(q+1)(1) c Ty.

Asi T C Ty. Por otro otro lado es un tanto facil ver que 17 C T, para
ello ver que GOO(I) € T y que si G(9(I) C T para cualquier ¢ < [ < w
entonces G()(I) C T. Asi, como [ es arbitrario, tenemos T C 7.

Proposicion 1.2. Sea 1 <[ < w. Tenemos:

1. GO(I) es un conjunto.

2. La clase {GY)(I)|0 < j < w} es un conjunto.
3. Para1 <1<l <w, GOI) cg)(I).
4

. No siempre se cumple que I N g<1>(1) = 0, y por lo tanto la
restriccion hecha en la parte 2 de definicion 1.1 tiene sentido
para un conjunto arbitrario.

5. TO(I) es un conjunto.

6. Los conjuntos GV (I), y, TW(I), son distintos del vacio.

7. Sean 0 < i < j < w, se cumple: TO(I)YNTY(I) =0, si y solo
si, i 7.

8. Tr es un conjunto y Tr = J{TV(I)|1 < j < w}.

%En el sentido que se le da al “orden” en el trabajo [1] pagina 4.
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Demostracion. Enumerando las demostraciones:

1.

Si I es un conjunto entonces G (I) considerado como las fun-
ciones desde un subconjunto de IN a I, es decir, z € GM(I)
entonces z € P(IN x I), donde P y x son simbolos para el con-
junto potencia y el producto cartesiano, respectivamente. Asi
GW(I) ¢ P(N x I), de lo que se deduce que G(V)(I) es un con-
junto’. Por otro lado veamos que para 1 < [ < w, tenemos que:
z € GO(I), entonces z € IN' x G=1)(I). Usando una maquinada
hipétesis de induccién tenemos GU—1) (I) es un conjunto, asi, x €
P(IN'xG(=1)(1)), de lo que se deduce GV (I) ¢ P(IN'xGU=1)(I)).
De la misma forma en que se deduce que Q(l)(I) es un conjunto,
deducimos GW(I), para 1 <1 < w.

. Notemos que la clase {G)(I)|0 < j < w} es un conjunto, puesto

que claramente hay una aplicacién sobreyectiva de IN? a tal®.

. Si A C B entonces claramente, por definicion anterior, G(A) C

G(B). Ademas veamos que

gV <j <y c {9V o< <1y,

para [l,!’ definidos para este item. Ahora usando lo mostrado en
un principio

GtV o <<y cg gV Mo <j <1},

claramente tenemos que G (1) ¢ GU)(I), para1 <1< 1'.

. Escojamos I = {iy,i2, fr}, con fr : {1,2} — {i1,i2}, de modo

que fr(j) = ij, en tal caso, fr = (i1,42). Luego claramente f; €

GIO(I), ast, TN G (1) # 0.

. Claramente T (I) ¢ GW(I), luego por el item 1 de esta propo-

sicion T (I) es un conjunto®.

"Para mas detalle ver pagina 234, teorema 8.8 del libro [4].
8Para mas detalle ver pagina 234, teorema 8.7 del libro [4].
?Para mas detalle ver pagina 234, teorema 8.8 del libro [4].
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6. Notemos que GO (I) = I # (). Por otro lado, por definicién 1.1
item 1,

g =G gV (D1 <j <i+1}),

por hipétesis de induccién tenemos que g(l)(I) # (), asi, por
definicion 1.1 item 1 tenemos que existe a € GV (I), de modo que
(a) € GUHI(I). Asi GUHI(I) # . Para demostrar que TW(T)
no es vacio notemos algunos hechos:

a) Siz ¢ I, entonces (x) ¢ G (I). Este hecho esta dado por
la definicion 1.1 item 1.

b) Del mismo modo, deducimos, por la definicién 1.1 item 2,
r ¢ J{GY)(I)|0 < j < I}, entonces (x) ¢ GO(I).

¢) Notemos que por definicion 1.1 I N GM(I) = @, ya que
GW(I) # 0, entonces existe z € GV (I), de modo que = ¢ T,
luego TM (1) # 0.

Usando como hipétesis de induccion T3 (I) # (), para 1 <1 < w,
obtenemos que: existe € G (I), de modo que z ¢ G (I).
Ahora, de la definicion 1.1 item 2 y el item 3 de esta proposicion,
x & J{GY(I)]|0 < j < 1}. Luego por el item b), tenemos (z) ¢
G (I), pero a su vez, por definicién 1.1 (z) € GE+V(I). Por lo
tanto T+ (1) = GHD(\GO(I) # 0.

En sintesis 7" (I) # (. Por cierto, T(°)(I) es claramente distinto
del vacio dada la definicién 1.1.

7. De derecha a izquierda. Si i # j, entonces i < j, luego, por
definicion 1.1 item 2,

T(i)(l) c g(i)(]) c g(j—l)([)

asi por definiciéon 1.1 item 3 TU)(I) N T@(I) = 0.

De izquierda a derecha, supongamos que ¢ = j, vy, T(j)(I) N
TO(I) = (), luego tenemos un claro contrasentido con el item
anterior y la definiciéon 1.1.

8. Por el item 2 de esta proposiciéon 77 es un conjunto. Veamos que
TO(I) = GO(I). Ahora supondremos que para 1 <1 < w,

GV (o <j<iy cl Vo <j <13,
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96 VIDAL HUMBERTO NAVARRO MENA

luego
gV o < <13ug®n) = {TV (D)o < 5 < 13ugV(I),
Como
=) c(HgV (D0 < j <13, y, TO(NG (1) = ¢V (1),
deducimos

UIrmpo < <3 ur®@) = T Mo < j <1+ 1},
Por ultimo, como

UigV Mo <j<i+1y = gV ()0 <j<13ugh),
y que [ € N es arbitrario, Ty = J{TW(I1)[0 < j < w}.

O

Definicién 1.3. Sean ! de modo que 0 <1 < w, y sea a € Ty. Definimos
la funcion ord; : Tr — IN°, de la forma,

ordr(a) =1, siy solo si, a € T(l)(]).
Liamaremos a ord;(a) el orden de a.

Notemos que el orden de a esta bien definido dada la proposicion
anterior, en especifico el item 7.

La siguiente proposicién muestra que nuestra definicién es una ge-
neralizacion natural del “orden” de [1] pagina 4.

Proposicién 1.4. Sean a,aq,...,a, € T1, y sea n de modo que 1 <
n < w. Se cumple

1. a € I, entonces ordr(a) = 0.

2. a={ay,...,a,), entonces

ordr(a) = méx{ords(ai),...,ord;(a,)} + 1.
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Demostracion. Si a € I, por definiciéon 1.1 item 3, a € T (I), y, por
definicién 1.3, ord;(a) = 0. Para.a € T™M(I), tendriamos, por definicion
1.1 item 3, {a1,...,a,} C TO(I), asi claramente se cumple

ordr(a) =0+ 1=méx{ordr(a1),...,ordr(a,)} + 1.

Para a € TU)(I), con 1 < j < w, tenemos por definicién 1.1 item 2,

{ai,...,a,} CU{Q(Z )0 <i< g},

luego por definicion 1.3: ord;(a;) < j — 1, para 1 < i < n. Dada la
forma de a sabemos (a1, ..., a,) & GU=V(I), asi

for, . ant ¢ GO0 < i < j -1},

en sintesis: existe a4, con 1 < ¢ < n, que cumple,
ag Z | HGW (D0 <i<j—1},y, aq € | J{GD (D)0 < i < 5}

Luego a, € GU=Y(I), y, a, & GU=2(I), asi, a, € TU~V(I), es decir
ordr(aq) = j — 1. Como ords(a;) < j—1, para 1 < i < n, enton-
ces, ordr(ay) = méx{ordr(ai),...,ordr(a,)}. Por lo tanto, dado que
ordr(a) = j,

ordi(a) = j = ordi(ay) + 1 = méx{ord;(a1),...,ordr(a,)} + 1.
O

Ahora que disponemos de una buena definicién de tipos podemos
definir tipos de conjuntos. Luego usaremos esto para definir tipos de
estructuras.

Definicion 1.5. Sea Obj un conjunto.
1. Diremos que Obj es una coleccion objetiva de I si cumple:
a) Eziste [ biyeccion entre Obj e I, [ : I — Obj.
b) z € Obj, entonces x # ().
c) para x,y € Obj, x £y si y solo si xNy = 0.
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98 VIDAL HUMBERTO NAVARRO MENA

2. Para: Obj una coleccion objetiva de I, f una biyeccion corres-
pondiente entre I y Obj, definimos Oy, la objetivacion de I,
del siguiente modo

a) para a € I, O;(Obj)(a) = f(a) x {0}.

b) sia={ai,...,an), con ai,...,a, € T, entonces
Or(0bj)(a) = (P(O1(Obj)(a1) ... x Or(Obj)(a1))\{0}) x{ordr(a)}.
c) Seal € IN°, definimos Pl(l), el peldano | de I, como
P} (0b) = J{01(Obj)(@)|a € TV (1)},
3. Definimos £r la escalera de I, de la forma

£1(0bj) = | J{O:(0bj)(a)|a € Ty}

4. Definimos 0, la relacion vacia, de la forma 0* = (0, w).

Por cierto en el marco de la definiciéon anterior item 1, si Obj cumple
l.a) y 1.b) no necesariamente cumple la propiedad 1l.c), en tal caso
podemos usar Obj* = {z*|z € Obj}, donde z* = z x {x}. Notemos que
para cada a*, b* distintos entre si se cumple a* N b* = (.

Notemos que P}”(Obj) es un conjunto, puesto que {O;(Obj)(a)|a €
TW(I)} es un conjunto. Esto se deduce de la proposicion 1.2 item 5
y el hecho de que hay una aplicacion desde T(!)(I) a {Or(Obj)(a)|a €
TW(I)} que es sobreyectiva!’. Del mismo modo deducimos que
{PV(0b)|0 < 1 < w}, y, £/(Obj), son conjuntos.

Con respecto al item 3 de la definicién anterior notemos que E;(Oby)
es equivalente también

£r(0bj) = (Pl € w},

y el motivo de definirlo, al modo que fue, es mas que nada dejar en
claro que &;(Obj) es el conjunto de todas las relaciones posibles.

No es dificil notar que un caso particular de lo definido es I = {i}
y Obj = {D} para un D conjunto cualquiera, este caso es importante,

10Para mas detalle ver pagina 234, teorema 8.7 del libro [4].
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PROLEGOMENOS PARA UNA TEORIA FORMAL DE ESTRUCTURAS 99

puesto que nos permitira conectar la definicion de estructura que se dara
mas adelante con el concepto de estructura en Newton da Costall.

Proposicion 1.6. Sean Obj una coleccion objetiva de I, a,b € Ty,
i,j € N y 0¥ la relacion vacia. Se cumple

. 0;(Obj)(a) #0

0~ ¢ O1(0bj)(a).

a#b siy solo si Or(Obj)(a) N Or(Obs)(b) = 0.
a # b entonces Or(Obj)(a) # Or(Obs)(b).12

§ #1, siy solo si, PY)(Obj) N PHD(Obj) = 0.

~

SR

Demostracion. Enumerando las demostraciones:

1. Demostraremos por induccion sobre el orden de a. Si ord;(a) = 0,
entonces a € I. Luego por definicién 1.5 item 1y 2

01(0bj)(a) = f(a) x {0} # 0.
Ahora, para ordy(a) = m, tenemos
O1(0bj)(a) = (P(O1(Obj)(a1)x. ..xO1(0bj)(an))\{0})x{ord;(a)},
donde a = (ay, ..., ay). Notemos que por proposicion 1.4 item 2

ordr(a;) < m, para 1 < i < n, asi, por hipétesis de induccion,
tenemos que Or(0Obj)(a;) # 0. Luego

P(O(0b)(ar) ... x O7(Obj)(an))\{0} # 0.

Por lo tanto, en virtud de la igualdades mostradas O;(Obj)(a) #
0.

2. Claramente se cumple este item, puesto que w & IN.

"Ver trabajo [1] pagina 4.
12Por cierto diremos que O7(Obj) es inyectiva a pesar de no se una funcioén,
el motivo de esto, es que la propiedad mostrada tiene la cualidad de ser.
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3. De derecha a izquierda. La demostracion sera por induccién sobre

el orden. Sea a # b, a,b € I, luego tenemos que
O1(0bj)(a) N O1(0bj)(b) = 0,

por definicion 1.5 item 1 y 2. Ahora sean ordr(a) = my, v,
ordr(b) = mg, claramente si m; # mgy, entonces,

O1(0bj)(a) N O1(Obj)(b) = 0,

dada la definicién 1.5 item 2. Si m; = mo, tenemos que a,b €
T™)(I), en tal caso, a = (ay,...,a,), y, b = {b1,...,by). Sin
perdida de generalidad supongamos n < n/, luego debe ocurrir:
a) O bien existe 1 < ¢ < n, de modo que ay # b,.
b) O bien no existe 1 < ¢ < n, de modo que aq # by, pero
n<n'.

En el primer caso por hipétesis de induccion O;(Obj)(aq) N
01(0b5)(b;) = 0, luego

O1(0bj)(ar) % .. x O1(0bj)(an)NOL(Ob)) (b1) X . .. x O1(0b) (b ) = 0,

asi la interseccion de P(O;(Obj)(a1) x ... x Or(Obj)(ay)) con
P(O(0bj)(b1) X ... x Or(0Obf)(byr))) = {0} es vacia, de lo cual
deducimos, por definicion 1.5 item 2, Or(Obj)(a)NOr(ObF)(b) =
(). Para el caso b), es obvio que la interseccion de O;(Obj)(ay) X
... x 01 (0bj)(an) con Or(Obj)(b1) X...x Or(Obj)(by), es vacia.
Del mismo modo que el punto anterior deducimos

O;(0Obj)(a) N Or(Obj)(b) = 0.
De derecha a izquierda, supongamos que a = b, luego
01(0bj)(a) N O1(0bj)(b) = O1(0bj)(a),

pero por el item 1 de esta proposicion O;(Obj)(a) # 0, lo cual
produce un claro contrasentido con la hipotesis, por lo tanto a #
b.

. Porelitem 1y 3 tenemos a # b entonces O;(Obj)(a) # Or(Obj)(b).

Luego O;(0Obj) es inyectiva.
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5. Size P}J)(Obj), por definicion 1.5 item 2, entonces = = (R, j),

con x € Or(0Obj)(a), para algin a € TU)(I). Del mismo modo
obtenemos que y = (R', 1), con y € O;(0bj)(b), para algin b €
T (I). Claramente si j # i entonces P}j)(Obj) N 79§“ (0bj) =0,
dada la construcciones de lo elementos da cada conjunto.
De derecha a izquierda. Si PU)(0bj) N PY)(Obj) = 0, entones
por la proposicion 1.2 item 7, y las construcciones mostradas,
tenemos i # j, o bien, Py)(Obj) = (. Como P}J)(Obj) ={ esun
contrasentido con el item 1, puesto que, dada la proposicién 1.2
item 6, existe a € T)(I), de modo que

0 # O1(0bj)(a) C P (Ob)).

Por lo tanto j # i.
O

En lo que se viene una definicion del tipo de una relacién, formali-
zando lo expuesto en el trabajo [1] pagina 5. También presentamos un
operador que usaremos en la definicién 1.9 item 4.

Definicion 1.7. Sea Obj una coleccion objetiva de I, a € T;, R €
Er(Obj).

1. R es de tipo a en Obj, si y solo si, R € O;(Obj)(a).
2. Sia€l, diremos que R es un a-individuo en Obj

3. El operador Rel(Oy), la relacion en O, es de la forma

mmm@—{g pars = (X, ) € O 0B

Notemos que el item 1 de esta definicion es acertado dada la pro-
posicién 1.6 item 3, es decir, cada relator tiene un solo tipo asociado.

El motivo para definir el concepto de tipo de una relaciéon de una
manera algo distinta de lo hecho en [1] es eliminar algunas ambigiie-
dades. Tomemos 0, el conjunto vacio, que en términos del trabajo [1]
cumple @ € t((i)) y 0 € t({{))), luego tenemos, en términos de lo ex-
puesto en la pagina 4 y 5 de [1], que el vacio es de tipo (i) y ((3)),
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ademés, es de orden 1 y 2 al mismo tiempo. El camino que se ha to-
mado para solucionar esto es considerar que la relacién vacia es una
relacion especial que no tiene tipo.

Notemos que si I = {i} recuperamos la definicién del trabajo [1]
puesto que T = T;. Aunque con un cierto reparo, puesto que las rela-
ciones en este mundo son un par: un conjunto relacién y su orden.

Ejemplo 1.8. Veamos:

1. Sea Obj = {IN%}, sea I = {i},donde es claro que Obj es una
coleccion objetiva'® de I, y en tal caso:

a) Sisuc={(n,m) € N°xIN°|n = m+1}, entonces definimos
suc' = ({((n,0), (m,0))|(n,m) € suc},1) € Or(Obj)({i 7)),

luego suc' es de tipo (i,1).

b) Si+ = {(n1,n2,n3) € NOxIN°xIN°|n;+ny = n3}, entonces
+ = ({((m1,0), (n2,0), (n3,0))|(n1, n2,m3) € +},1),
y +1 € Or(0bj)((i,i,i)), luego +' es de tipo (i,i,1).
c) Sie={(ny,n2,n3) € NOxIN"xINY|n; eny = n3}, entonces
o' = ({((n1,0), (n2,0), (n3,0))|(n1, n2,m3) € +},1),
y o1 € O1(0bj)((i,i,1)), luego o' es de tipo {(i,i,1).

2. Sea (G,*) un grupo, sea Obj = {G}, sea I = {i}, donde es claro
que Obj es una coleccion objetiva** de I. En tal caso:

a) Six={(g1,92,93) € G X G X Glg1 * g2 = g4}, entonces

* ({((nlv O)a (n270)7 (77,3, 0))|(n1,n2,n3) € ’}a 1)7

y x1 € O1(0bj)({i,i,1)), luego x* es de tipo {(i,i,1).

b) Sieq es el neutro, entonces el, = ({eg},1) es de tipo (i).

!3Satisface las condiciones 1.a), 1.b) y 1.c) de la definicién 1.5.
'GQatisface las condiciones 1.a), 1.b) y 1.c) de la definicién 1.5.
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3. Sea (D,%p) un espacio topoldgico, supongamos que D NIP(D) =
). Notemos que Obj = {D,P(D)} es una coleccion objetiva de
I ={i,j}, donde es claro que Obj es una coleccion objetiva'® de
1. En tal caso:

a) Sea €p={(a,b) € D x P(D)|a € b}, entonces
€p= ({((a,0), (5,0)|(a,b) €€p}, 1) € O1(0bj)({i, ),

asi €}, es de tipo (i, 7).
b) Definimos

Th = ({(a,0)]a € T},1) € O1(0b5)((3)),
luego T}, es de tipo (j).

4. Sea (D,Ap), una variedad topoldgica de dimension n, con p un
atlas mazimal. Suponiendo que Obj = {D,P(D),R",P(R")} es
una coleccion objetiva de I = {i, j,0,p}. Entonces, para p € Up,
wCAXB, con ACD y B CR", ademds de otras propiedades
esenciales, pero con lo dicho es suficiente para definir

p' = ({((a,0), (b,0))|(a,b) € ¢},1) C Or(Ob)({i, 0)),

luego o' es de tipo (i,0). Por cierto para Obj, I definido mds
arriba, tenemos que T}, es de tipo (j), Tk es de tipo (p), €L es
de tipo (i,0), y, Ekn es de tipo (o, p).

Definicion 1.9. Sea Obj una coleccion objetiva de I.
1. Una pre-estructura en Obj, es una funcion ¥ : NO U {w}
Er(Obj) U {0}, que cumple
U(l) C ’PI(l)(Obj), para | € IN?, y, W(w) = (0«
2. Sea a € Ty, definimos el universo de tipo a de ¥ como
U*(0) = ¥(ordr(a)) N Or(0Obj)(a).

3. El universo de V, U(¥), como U(V) = |J V[N, donde V[ ],
es el operador imagen de V.

5Satisface las condiciones 1.a), 1.b) y 1.c) de la definicién 1.5.
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4. U es una estructura en Obj, si y solo si: es una pre-estructura,
y para cada R € U(V) de tipo a = {(aq,...,a,) en Tt

Rel(Or)(R) C U™ (W) x ... x U (D).

Por lo general denotaremos las estructuras como sucesiones en IN?,
puesto que su ultimo valor es el mismo para cualquiera y es irrelevante
para la diferenciacion entre ellas.

Puede que la definicién parezca poco intuitiva y difiera de lo mos-
trado por Newton da Costa en [1], sin embargo ésta es capaz de modelar
bastante bien las estructuras que él plantea. Para ello tomemos la es-
tructura e = (D, ), en el sentido de [1], lo primero que haremos es
nombrar R; al conjunto de los elementos de ;. Luego, fijando I = {i}
y Obj = {D}, transformamos las relaciones de R; como hemos men-
cionado en el parrafo antecedente al ejemplo 1.8. El conjunto de los
elementos transformados lo denotaremos por R;. Ya estamos casi lis-
tos, para terminar construimos la sucesion

(D x {0}, Ry n P (0bj), Ry NP (0bj), ..., Ry n'P™(00bj),...),

que es el analogo de la estructura de Newton da Costal® en esta cons-
truccion.

Puede resultar curioso el hecho que se definiera pre-estructura y
no directamente estructura. El motivo de ello es que la pre-estructura
posee algunos casos anémalos. Por ejemplo la siguiente pre-estructura:
(RY, {+¢&,-41,0,...), donde RY = R x {0} , y +¢, & son la suma y el
productos en los complejos modificados para estar acorde a la definicién
anterior.

Definicion 1.10. Sea ¥V una pre-estructura en Obj, con Obj una co-
leccion objetiva de I. Definimos:

1. Para Re U(V):
ordr(R) = ordi(a), si R € O;(Obj)(a) para algin a € T7.

Llamaremos a ord;(R), el orden de R.

'8Ver trabajo [1] pagina 4.
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2. El orden de ¥V es de la forma:

ord; (V) = { méx{ord;(R)|R € U(V)} , si este max eziste
w , en otro caso.
Notemos que esta definicién estd bien fundada dada la proposicién
1.6 item 2 y 3. Esto nos asegura que ningin relator tendra mas de un
tipo; del mismo modo, el orden asociado es tinico.

2. Ejemplos de estructuras

Estructura simple y maultiple

Hemos visto en varios ejemplos que el caso particular de estructuras
en el cual se fija I = {i} y Obj = {D}, para D un conjunto cualquiera,
es muy recurrente al momento de tratar de entender a Newton da Costa,
tal hecho es el que motiva la siguiente definicién.

Definicion 2.1. Sea Obj una coleccion objetiva de I. Diremos que

1. Si Obj = {D}, con D un conjunto cualquiera, una estructura en
Obj serd denotada por e, y serd llamada estructura simple.

2. Si#0bj > 1, donde # es el operador cardinal, una estructura en
Obj serd denotada por i, y serd llamada estructura maltiple.

Las estructuras simples son nuestro andlogo a Newton da Costa.
Las estructuras multiples nos permitird, hablar de estructuras de va-
rios individuos. Sin embargo, segiin Newton da Costa, son prescindibles,
puesto que se pueden reducir a una estructura simple, pero como no se
ha demostrado tal afirmacién trabajaré con ellas. En mi opinién las es-
tructuras multiples simplifican la traduccién de conceptos matematicos
a estructuras, como vimos en el ejemplo 1.8.

Ejemplo 2.2. Usando el ejemplo 1.8 veamos
1. Sea Obj = {IN°}, definimos e como:
a) e(0) = IN? x {0}.
b) e(1) = {+!, o' suc'}.
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c) e(l)=0, para 1 <l < w.

Esta estructura permite de modelar la aritmética. Generalmente
se denota por

e = (N x {0}, {+',o", suc'}).

2. Sea Obj = {G}, definimos e como:

a) e(0) =G x {0}.
b) e(1) = {x',e5}.
c) e(l)=0, para 1 <l < w.

Esta estructura permite de modelar la nocion de grupo. General-
mente se denota por

e= (G x {0}, {x",et}).

3. Sea Obj = {D,P(D)}, definimos . como:

a) 1(0) = (DUR(D)) x {0},
b) u(1) ={Tp. €p}-
c) u(l) =0, para 1 <l < w.

Esta estructura permite de modelar la nocion de topologia. Ge-
neralmente se denota por

p=((DUP(D)) x {0},{Tp.€p}).

4. Sea Obj = {D,P(D),R",P(R"™)}, definimos p como:

a) u(0) = (DUP(D)UR®UPR"™)) x {0}.

b) p(l) = {Th,€hH, Tha, Ekn } UL, donde U, = {p]p €
Up}

c) pl)=0, paral <l < w.

Esta estructura permite de modelar la nocion de variedad topo-
logica. Generalmente se denota por

1= ((DUP(D)UR" UP(R™)) x {0}, {Th, € b, The, €k } ULLD).

En lo que sigue si I = {i}, entonces T sera denotado por T, ordy

O}

por ord, Or por O, & por &, P}’ por PO, como en el articulo [1].
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Estructura analoga

A continuacién construiremos las herramientas necesarias para po-
der reducir estructuras multiples a estructuras simples. Para ello cons-
truiremos las transformaciones de tipos convenientes. Después construi-
remos colecciones objetivas convenientes para estas transformaciones,
y por tltimo construiremos la estructura que permitira la reduccion.

Definicion 2.3. Sea J un conjunto arbitrario donde Ty es un conjunto
de tipos y sea I = {i} como arriba. Definimos, la funcion singular
de J, como una funcion Sy : Ty — T, que cumple

1. S;(a) =1, para todo a € J.

2. sia={a1,...,an), entonces Sy(a) = (Sy(a1),...,Ss(an)).
Proposicion 2.4. Sea # es el operador cardinal. Se cumple que:

1. para todo a € Ty, ordj(a) = ord(S;(a)).

2. Sy es sobreyectiva.

3. Sea a € T, se cumple que:
#S7{a}] < w, siy solo si, #J < w.

Demostracion. Enumerando las demostraciones:

1. La demostracion serd por induccién sobre el orden de a € T},
sea ordj(a) = 0, luego necesariamente a € J, de lo contrario
por proposicion 1.4 item 2 ordr(a) > 1. Asia € J y Sy(a) =i,
luego por definicion 1.3 ord(S;(a)) = 0. Por lo tanto ordj(a) =
ord(Sr(a)).

Para ordj(a) > 1, tenemos que a = {(ay,...,a,), de lo contrario
a € J lo cual es una clara contradiccién con la proposicién 1.4
item 1. Luego:

ordy(a) = max{ords(ai),...,ords(an)} + 1,

como ordy(a;) < ordj(a), para 1 < j < n, por hipotesis de
induccién

ordy(a) = méx{ord(Ss(a1)),...,ord(Ss(an))} + 1,

de lo cual se deduce, por proposicion 1.4, ord;(a) = ord(S;(a)).
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2. Demostraremos por induccion sobre el orden. Sea a € T' de modo

que ord(a) = 0, luego necesariamente a = i, de lo contrario te-
nemos un contrasentido con la proposicién 1.4. Ahora escojamos
cualquier j € J para obtener por el item 1 y definicién 2.3

ord;(j) = ord(S;(j)) = ord(i) =0,

lo cual afirma que S;(j) = .
Para ord(a) > 1, tenemos que a = {(aq,...,a,), para 1 < n < w,
luego, por proposiciéon 1.4

ord(a) = méx{ord(ay),...,ord(a,)} + 1,

usando hipétesis de induccion, ya que ord(a;) < ord(a) para
1 <1 < n,existe by € Ty, tal que Sy(b;) = a;. Asi por definicion
2.3

a=(Sy(ar),...,Ss(an)) =Ss({by,...,by)).

Por lo tanto Sy es sobreyectiva.

. Sea S;l es la imagen inversa del conjunto bajo S;. La demos-

tracion sera por induccion sobre el ord(a).

e Para ord(a) = 0 tenemos que a = i y Sy[{i}] = J, asi
claramente #S7'[{i}] < w, si y solo si #J < w.

e Si ord(a) > 0, luego a = {(ai,...,a,), para algin n €
IN. Ahora veamos que si a’ € S;'[{a}], entonces a’ =
(ai,...,al,), para algin m € IN, esto viene dado por el
item 1 de esta proposicién y el contrasentido que se pro-
duce con la proposicién 1.4 si m = 0. Mas ain, podemos
deducir que m = n y Sy(a;) = aj, para 1 < j < n. Lo
que equivale a’; € S;l[{aj}], para 1 < j < n. Como d’ es
arbitrario es arbitrario tenemos que

#S7 {a}] = #(S7 {ar}] x ... x 87 {an}).

Por hipoétesis de induccién, ya que por proposicion 1.4,
ord(a;) < ord(a) para 1 < j < n, tenemos que:

#S7 {a;}] < w, si y solosi #J < w. Como S;'[{a}] < w,
es equivalente a #S;l[{aj}] < w, paral < j < n. Porlo
tanto #S7'[{a}] < w, equivale #.J < w.
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O

Para lo que se viene, sea Obj una coleccién objetiva para I arbitra-
rio. Entonces, notemos que Obj; = {|JObj} es una coleccion objetiva
de {i}. Usamos Obj; para crear una estructura conveniente para la
reducciéon de individuos.

Proposicion 2.5. Sean: Obj una coleccion objetiva para I, Obj; como
arriba, | € IN°, y a € T7.

1.

U{0:1(0bj)(a)] € I} = O(00j:) (i),
es decir P}O)(Obj) = PO)(Obj;).

O1(0bj)(a) € O(0bji)(S1(a)).

R C O7(0Obj)(a), y, R # 0, entonces (R,ordr(a) + 1) es de tipo
(S1(a)) en Obj;.

si R es de tipo a en Obj, entonces R es de tipo Sy(a) en Obj;.

si R es un a-individuo en Obj entonces R es un individuo en
Obj;.

P (0bj) € PO (Obj).
Er(0bj) C E(Oby;).

R e P}l)(Obj), para algin | € N,
entonces Rel(Or)(R) = Rel(O)(R).

Demostracion. Enumerando las demostraciones:

1.

Veamos que, por definicién 1.5 item 2,

J{0r(0b))(@)la € 1} = (J{f(a)la € I}) x {0} = O(0bji) i),

donde f es la biyeccion de I en Obj. Claramente por definicién
1.5 item 2 y lo mencionado,

PO (0bj) = PO (0bjy).
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2. La demostraciéon sera por induccién sobre el orden de a € T7.

Para ordr(a) = 0, entonces a € I, luego por el item 1 de esta
proposiciéon y la definiciéon 2.3,

O1(0bj)(a) € O(0b))(i)(S1(a))-

Para ord;(a) > 1, tenemos a = {aq, ..., a,). Usando la proposi-
cién 1.4, tenemos ordr(a;) < ordr(a), para 1 < j < n, luego por
hipotesis de induccion, la proposicion 2.4 item 1 y definicién 1.5
item 2,

O1(0bj)(a) C (P(O(0Obj;)(a1)x...xO(0bj;)(a)))x{ord(Si(a))}.
Por lo tanto, por definiciéon 1.5 item 2,

O1(0bj)(a) € O(0bj;)(Si(a)).

. Notemos que por hipétesis e item anterior tenemos, para todo

a €Ty,
R € P(O1(0bj)(a))\{0} € P(O(Obj:)(S1(a)))\{0},
luego tenemos que
(R, ordr(a) +1) € (P(O(0bj:)(S1(a)))\{0}) x {ord;(a) + 1}

Pensando en la pertenencia mostrada, veamos que, por proposi-
ciéon 2.4 item 1,

ordr({a)) = ordr(a) + 1 = ord;(Sr(a)) + 1 = ord(S;(a)).
Luego, por definicién 1.5 item 2,
(R,ord;(a) + 1) € O(0Obj;)(S1(a)).

Por lo tanto (R, ordr(a) + 1) es de tipo Sy(a) en Oby;.

. Consecuencia directa del item 2, puesto que: R de tipo a en Obj,

entonces R € O;(0Obj)(a), luego R € O(0Obj;)(Sr(a)), asi R es
de tipo Sy(a) en Oby;.
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5. Consecuencia directa del item anterior.

6. Demostraremos por induccién. Para [ = 0, el resultado se tie-
ne por el item 1. Para 1 < [ < w, por definiciéon 1.5 item 2,

P (0bj) = U{O1(0bj)(a)la € TW(I)}, asi, por el ftem 2 de
esta proposicion,

PV (0bj) < | J{O(0bji)(Si(a)la € TO (1),
luego por la proposicién 2.4 item 1 y la definicién 1.3
P (0bj) < | J{O(0bji)(a)|a € TO ({i}).

Por lo tanto P\" (0bj) c PO (Obj;).
7. Por definicion 1.5 item 4 £;(Obj) C J{O1(Obj)(a)la € Tr}.
Luego, por el item 2 de esta proposicién

J{0(0b5:)(S1(a))la € Tr} < [ J{O(Obji)(a)la € T} = E(Obj:).
Obteniendo el resultado.

8. Sea R € P}l)(Obj), claramente, por definicion 1.7,
R = (Rel(Or)(R),1). Del mismo modo tenemos que
R = (Rel(O)(R),1), dado el item 2 y 6 de esta proposicion.
Por lo tanto Rel(Or)(R) = Rel(O)(R).

O

La definicién siguiente estd basada en la definicién 1.9. Ademés
fijamos los tipos 17 y tomamos a € T

Definicién 2.6. Sea p una estructura maltiple en Obj, y sea | € INO,
Definimos:

1. Los relatores 55 como

(55(@) — { (Ua(ﬂ)vordl(a) + 1) , 81, Ua(‘u) £ 0

i , en otro caso.

2. La escala andloga de p de orden |

Al = {6 (a)lordr(a) =1 A6 (a) # 0%}
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3. La escala andloga total de 1

A, = U{AL\O <l<ordi(u)}.

4. pa como una funcion de jq : N°U{w} — E(Obj;), de modo que
cumple

1(0) si, 1 =0
pHUASY  si 1<l <w,y, | <ordr(p)
si, 1 <l<w,y, l>ord(p)
/i si, | = w.

Llamaremos a pg la estructura andloga de .

Mostraremos mas adelante'”, que p4 es muy util al momento de
reducir semanticamente, u estructura miltiple, a una estructura simple.

Notemos que p4 es realmente una estructura. Tal resultado esta
dado esencialmente por la proposiciéon 2.5 items 3, 6 y el siguiente
hecho justificado mas adelante'®

Rel(0)(6; (a)) € U () € U (pa).

La idea de esta definiciéon es reducir de manera conveniente las
estructuras de varios individuos. Para ello lo que se ha hecho es agre-
gar relatores convenientes para no perder la expresividad de u. Estos
relatores son los 53((1), y para que sean realmente tutiles necesitamos
que sean distintos de §“. Es por ello que construimos Alu, para poder
discriminar aquellos 5g(a) que son “. Por altimo los agregamos a la
estructura, de un solo individuo, considerando el orden de los relatores

T
9, (a).
Ejemplo 2.7. Usando el ejemplo 2.2, partes 3 y 4, tenemos
1. Para el item 3, usando la definicion anterior, pa es de la forma

a) 1a(0) = (DUP(D)) x {0}.

'"En especifico desde 3.13 en adelante.
18Ver proposicién 2.8 item 4.
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b) pa(l) ={%p, €p, D', P} (D)}.
c) pa(l)=0, para 1 <l < w.
Donde D' = (D x {0},1), y, P(D)! = (P(D) x {0}, 1).
2. Para el item 4, usando la definicion anterior, pa es de la forma
a) 1a(0) = (DUP(D) UR™, P(R")) x {0}.
b) MA(]-) = {sﬁ)v elDaDlle(D)la (Rn)laP(Rn)l}
c) pall) =0, paral <l <w.

Donde D', P(D)' son definidos en el item anterior, y (R™)! =
(R" x {0},1), P(D)! = (P(R") x {0}, 1).

En lo que sigue usaremos las nociones de las definiciones 1.9 y 2.6.
Ademés tengamos en mente la proposiciéon 2.5 item 2, puesto que ella
es la que da sentido a lo que viene.

Proposicion 2.8. Sean R € £;(Obj), a € T7.
1. ord(R) = ord;(R).
2. Ula) = U(p) U A,
3. ord(pa) = ordr(u).

4. U(p) C USH) ().

Demostracion. Enumerando las demostraciones:

1. Por proposicién 2.5 item 2 tenemos
R € O;(0Obj)(a) C O(Obj;)(a),

asi, ord;(R) = ordj(a), y, ord(R) = ord(Sy(a)). Como ord(a) =
ord(Sr(a)), dada la proposicion 2.4 item 1, tenemos que

ord;(R) = ord(R).
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2. Notemos que por definicion 2.6 tenemos u(l) C pa(l), para 1
I < ordr(p). Por definicion 1.9 item 3, y, el claro hecho u(q) #
para g > ordy(), obtenemos

U(p) = J{u()I1 <j < ordr(n)} CU(pa).

Por otro lado, tenemos .Aifl CU(pa), para 0 <1 < ord;(u). En
sintesis

<
0

U() U Ay C Ulpa)-

Ahora sea I € IN?, tenemos que:

a) 1 =0, entonces, por definicion 2.6, p.4(0) = ©(0).
b) Si 0 <1< ordi(p), luego pa(l) C p(l) U AL

¢) Sil> ordy(u), luego pa(l) = 0. Luego usando la definicion
1.9 item 3 y eliminando los vacios correspondientes,

U(a) = a3y U Jfua® < 1 < ords ()},

U{,uA(O)} U U{MA(Z)H <l<ordi(p)} CU(u)UA,.
Por lo tanto U(pua) = U(p) U A,.
d) Por definiciéon 2.1 y proposiciéon 2.4 item 1

ordy (1) = { méx{ord(R)|R € U(u)} , si existe tal méaximo.
w , en otro caso.
Usando la definicion 2.6, tenemos, para 0 <[ < ord;(u),
x € AL C Au, y, ord(z) < ordr(p),

luego:

1) Si existe max{ord(R)|R € U(p)}, entonces, por lo
mostrado y el item anterior,

méax{ord(R)|R € U(p)} = méx{ord(R)|R € U(n)UA,},
méx{ord(R)|R € U(n)UA,} = méx{ord(R)|R € U(pa)},

es decir

méx{ord(R)|R € U(u)} = méx{ord(R)|R € U(ua)}.
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2) Sino existe méx{ord(R)|R € U(u)}, entonces, no exis-
te max{ord(R)|R € U(ua)}-

Usando los casos mostrados tenemos

méx{ord(R)|R € U(ua)} , si existe tal maximo.
w , en otro caso.

ords () = {

Por lo tanto, por la definicion 2.1, ord;(u) = ord(u.4).

e) Sea a € Ty, de modo que ordy(a) = I. Notemos que p(l) C
na(l), luego, usando las definiciones 1.9 item 2 y 2.3, ade-
mas de las proposiciones 2.4 item 1 y 2.5 item 2

U () = p(l) N O1(0bj)(a) C pa(l) N O(Obji)(Si(a)),

w(1) N 01 (OB))(a) € pall) NO(Obji)(Sr(a)) = U@ (1),
Obteniendo U® () C US (@) (11 4).

Estructura I fundamental

El propoésito de esta secciéon es explicitar como realizar una reduc-
cion de orden para estructuras.

Definicién 2.9. Sean Obj una coleccion objetiva de {i} y T el conjunto
de tipos de {i}. Definimos

1. I como It = {{IN} x{a}|a € T'}. Por mera estética denotaremos
{IN} x {a} por a™.

2. Objr como Objr = {O(0bj)(a)|a € T}.
Proposicion 2.10. Sea a € T' se cumple

1. Ty, es un conjunto de tipos de Ip.

2. Objr es una coleccion objetiva de Ip.

3. O1,(Objr)(a”) = O(Obj)(a) x {0}.

Demostracion. Enumerando las demostraciones:
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1. Sea x € GO (Ip) y | € IN arbitrario, si 2 es considerado como
una funcién desde un conjunto finito a G4~ (I7), es decir = C
IN x GU=D(I7). Si 2 = {IN} x {a} € Ir, tendriamos {IN} x {a} C
IN x G- (I7), lo cual es una clara contradiccion, puesto que
IN ¢ N. Luego Ts N GO (I7) = 0, para cualquier I € IN. Por lo
tanto 17, es un conjunto de tipos de I, dada la definiciéon 1.1
item 2.

2. Notemos que Objr es equipotente con 7', razén por la cual I es

un conjunto!?. Tal hecho esta justificado por la construccion de
Objr y el hecho que O(Oby) es inyectiva. Por otro lado notemos
que por definicién anterior I7 es equipotente con T, razén por la
cual I es un conjunto?. Como T es equipolente con I y Objr,
entonces Ir es equipotente con Objr.
Ahora notemos que para x € Objr, entonces z = O(Obj)(a),
para algin a € T, luego = # () dada la definicion 1.5 ftem 2 y la
proposiciéon 1.6 item 1. Notemos que para a, b € Tt distintos entre
si, se tiene por la proposicion 1.6 item 3, O(Obj)(a)NO(0b5)(b) =
(. Por lo tanto, por definicién 1.5 item 1, Objr es una colecciéon
objetiva de Ir.

3. Notemos que I7 y T son equipolentes. Fijemos entonces, f, la
biyeccion entre Iz y T, de modo que f(a’) = a. Por otro lado
veamos que la biyecciéon entre T es Objr es O(Obj), asi, la bi-
yeccion entre It y Objr, es, O(Obj) o f. Luego, por definicion

1.5 item 2,
Or, (Objr)(a) = (O(0bj) o f(a®)) x {0} = O(Obj)(a) x {0}.
O
Definicién 2.11. Sea e una estructura simple, a = {(a1,...,a,) con

1<m<w,ord(a) =n €N, y Re O(0bj)(a). Definimos**:

1. La reduccion 1 de a de e, denotada por 1.(a) el conjunto que
mostramos a continuacion:

{((R,0),(b1,0),..., (bm,0)|(b1,...,bm) € Rel(O)(R)AR € U%(e)}.

!9Para mas detalle ver la pagina 234, teorema 8.7 [4].
20Para mas detalle ver la pagina 234, teorema 8.7 del libro [4].
21Por si las dudas, revisar definicién 1.7 item 3.
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2. Deltal de a en e
o (a) = { (I(), 1), sis L(a) 0

/i , en otro caso.
3. Relacion 1 fundamental de e
L = {0c(a)la € Ty A dg(a) # 07}
4. ex como una funcion ey : N° U{w} — Er, (Objr), de modo que

U(e) x {0} ,si,1=0

I, , 81, 1=1
e(l) = 0 s 1> 1
g , 86, l = w.

Llamaremos a ey la estructura 1 fundamental de e.

Notemos que esta estructura es miltiple pero de orden a lo mas 1.
Su proposito es reducir las estructuras de orden mayor a estructuras de
orden 1. Sin embargo tal utilidad serd mostrada a partir de definicién
3.13, en la reduccion seméntica de estructuras de orden mayor.

Esta es una formalizacion de los relatores E; definidos en el trabajo
de Newton da Costa[l] pagina 9. Esta formalizacion es necesaria pues
es posible deducir de su definicién original que Er posee mas de un
tipo.

Por cierto, el hecho de que la definicién mostrada sea una buena
definicién, esta dado sisteméaticamente por la proposiciéon 2.10.

Proposicion 2.12. Sean ord(a) =n > 1, de modo que:
a={at,...,am), y, b €T. Se cumple

1. Si 8L(a) # 0%, entonces 6L(a) € Or.(Objr)((a®,al,... al)).
T Ty

Es decir 6L(a) es de tipo (aT,al,... al).
2. Sidl(a) # 0¥, entonces ordy, (8L(a)) = 1.
3. Uler) = (U(e) x {0}) UL

[0 s, 1.=0
4. ordzT (61) = { 1 , en otro caso.
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5. Ub(e) x {0} = U (ey).
6. er es una estructura.

Demostracion. Enumerando las demostraciones:

1. Veamos que
Le(a) € (U%(e) x {0}) x (U™ (e) x {0}) x ... x (U (e) x {0}),
Si 6L(a) # 0, entonces I.(a) # 0, asi I.(a) es subconjunto
(P((O(0bj)(a)»x{0})x (O(0bj)(a1)x{0})x...x(O(Obj)(an) x{0}))\{0},
As, por proposicion 2.10 item 3,
Le(a) C (P(Orz(0bjr)(a”)x O1, (Objr)(af ) x. .. xOry. (Objr)(az;,))\{0}-

Por otro lado, por proposicion 1.4 y definiciéon 2.9 item 1, tenemos

ordr,((a®,aT ... al)) = méx{ord;,. (b)|b € {a”,aT,... ,aT}}+1
es decir ordr, ({(a,a¥,... al)) = 1. Por lo tanto, por definicién
1.5 item 2,

6l(a) = (Ie(a),1) € O, (Objr)((aT,aT, ... aT)).
2. Consecuencia clara del item anterior y la definicién 1.10,

ordy, (6£(a)) = ordIT(<aT, a{, .. ,aﬁ)) =1.

3. Veamos que, por la definiciones 1.9 item 3, 2.11, item 5,
Uler) = |JealN = Jel{0, 1}] = [J{U(e) x {0}, L},

Uel{o, 13 = [J{U(e) x {0}, L} = (U(e) x {0}) UL,
es decir U(ey) = (U(e) x {0}) UL.
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4. De la definicién 1.10

méx{ordr,. (R)|R € U(er)} , si existe tal maximo.
w , en otro caso.

ordr,(e1) = {

del item anterior tenemos, fijando p = max{ord;,.(R)|R € (U(e)x
{0}) UI.} por motivos tipograficos,

méx{ordr. (R)|R € (U(e) x {0}) UL} , si existe, p
w , en otro caso.

ordz, (e1) = {

Claramente existe méx ordr,. (R)|R € (U(e) x {0}) UL, dado el
item 2 de esta proposicion. Luego ordy,. (er) = méx{ordy,.(R)|R €
(U(e) x {0}) UL.}, es decir,

ordy, (e1) = { méx{ordr, (R)|R € (U(e) x {0}) UL} ,si, L. #0
(=1 mmix{ords, (R)R € U(e) x {0}} | en otro caso.

Dada la definicién 1.10 y el item 2 de esta proposicién, claramente
tenemos

1 ,si,I.#0

ord, (er) = { 0 ,en otro caso.

5. Por definicién 1.9 item 2 U%(e) = e(ord(b)) N O(Obj)(b). Luego
por la proposicién 1.6 item 5

U*(e) x {0} = (e(ord(b)) N O(0bj)(b)) x {0},

(e(ord(0))NO(0b7)(b)) x {0} = (U(e) x{0})N(NO(0b;)(b) x{0}),

asi, por las definiciones 1.9 item 2, 2.11 item 4, y la proposicién
2.10 item 3,

U*(e) x {0} = ex(0) N O, (Objr) (b*) = U (e).

6. Para empezar, notemos que e; es una pre-estructura, tal hecho
se justifica en el item 1 de esta proposicion, de lo que se obtiene
por definicion 1.5

L. C P{Y (Objr).
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Por otro lado, los relatores §!(a) cumplen la siguiente igualdad
Rel(O01,)(8: (a)) € (U(e) x{0}) x (U (e) x {0}) x...x (U (¢) x {0}),
donde a = (a1, ...,a,). Usando el item anterior tenemos que
Rel(01,) (5 (a)) C U™ (e1) x U% (€) x ... x U (ey).

Luego, dado que se cumplen las clausulas de la definicion 1.9 item
5, tenemos que ey es una estructura.

O

En lo que sigue, mostraremos una estructura que pretende ser el
simil de £(D) mostrado en el trabajo de Newton da Costa[l] pagina 4.

Estructura completa

Definicién 2.13. Sea Obj una coleccion objetiva de un conjunto I,
definimos la estructura completa )y, como una funcion de la forma
Qr : WOU {w} — &(Ob)), que cumple

Q) = ’P}”(Obj), para 1 € N°, y, Qr(w) = 0%,

No es dificil ver que lo mostrado corresponde a una buena defi-
nicion, es decir §); es una estructura. Primero, es obvio que es una
pre-estructura. Segundo, notar que de la construccion inductiva de 1.5
tenemos que R € £;(Obj) entonces

Rel(O7)(R) € O1(Obj)(ar) x ... O1(0bj)(ay),

usando el hecho que es una pre-estructura y la proposicién que se en-
cuentra a continuacion, parte 2, tenemos que {2; es una estructura.

Proposiciéon 2.14. Sean a € Ty, Obj una coleccion objetiva de I, y
sea Q7 la estructura completa. Se cumple:

1 UQ)) = £(0b)).
2. U*(Sy) = O;(0bj)(a).

Demostracion. Enumerando las demostraciones:
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1. Claramente por definiciéon 1.9 item 3
Q[N = {P{" (0bj)[0 <1 < w},
luego deducimos, usando la definicién 1.5

U() = | J{01(0bj)(a)|a € Ty} = £/(Obj).

2. Sea a € TW(I), para | € IN°, luego, por proposicion 1.5 item 2 y
definicion de Qy,

O1(0bj)(a) = Or(0bj)(a) N PLY (Obj) = O1(0bj)(a) N (1),

O1(0bj)(a) N (1) = U*(Qr),
es decir, Or(Obj)(a) = U*(Qy).

Por cierto cuando I sea {i}, denotaremos €2y, como 2.

3. Lenguajes y semantica para estructuras.

Lenguajes formales para tipos.

Definicion 3.1. Sean 17 un conjunto de tipos, m un numero ordi-
nal, 1 < m < w, I' un conjunto cualquiera. Definimos los siguientes
conjuntos:

1. Conectivos.
C= {_>7 Ay V7, <_>}7

donde: — es la implicacion, A la conjuncion V la disyuncion, —
la negacion, <> la equivalencia.

2. Cuantificadores.

Q= {3,v},
donde: 3 significa existe y ¥V, para todo.
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3. Variables. Para esto tenemos que definir un conjunto Var,,
para cada a € Tr. Por lo general exigiremos que tal conjunto
sea numerable, o bien vacio, dependiendo del caso. También exi-
giremos que para a # b, con a,b € Tr, Var, N Vary, = 0. Lo
denotaremos, en caso de ser distinto del vacio

Var, = {zf|l <i<w}.
Var, sera llamado conjunto de wvariables de tipo a. Luego
definimos:
Vary, = U{Vara|a € Ty Nordr(a) < m}.
Este serd el conjunto de variables del lenguaje de orden
m.

4. Constantes. Para este caso tenemos que definir un conjunto
Const,, para a € Tr. Exigiremos que para a,b € Ty, distintos,
se tenga Const, N Const, = 0. Por cierto Const sera llamado
constantes de tipo a. Ademds necesitaremos un simbolo Ry,
que cumpla: Ry & Consty, para cualquier a € Ty, tal simbolo

sera llamado relacion vacia. Ahora estamos en condiciones de
definir

Constr, = U{Consta|a e Tr Nordr(a) <m}U{Rgy}.

Este serd el conjunto de constantes del lenguaje®”.

5. Igualdades. construiremos un conjunto de simbolos arbitrarios
que representan la igualdad de tipo a, tales son =, para a € T.
Luego definimos

=7 ={Z|a € Ty NVar, # 0 Aord(a) < m}.

Este sera el conjunto de igualdades del lenguaje.

6. Paréntesis. Este conjunto es el mds sencillo, y es de la forma:

P = {(7 )}

22Un detalle curioso es que este lenguaje tiene una constante que es la
relacion vacia. Su inclusién es debido a motivos practicos.
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Exigiremos que los conjuntos: C, Q, Vary,, Consty , ET , y P, sean
disjuntos entre si. Ademds I" = Const'f, \{Ry}. Luego definimos L7 (T')
de la forma

L7 (I')=CUQUPUET UVary, UConstr, .

Llamaremos a este conjunto lenguaje de individuos I de orden m.
Si Ty = T lo nombraremos por lenguaje de orden m. Por ultimo
definimos dos elementos mas:

1. Términos del lenguaje de tipo a de LT ('), como

s | Const,UVar, , si, ordr(a) <m
(L7 (D) = { Const, , si, ordr(a) = m.
2. Términos del lenguaje de LT (')

T(L7, (D)) = (HT(LF, (D)ordr(a) < m}.

Es un hecho clésico que se necesitan menos conectores y cuantifi-
cadores que los mostrados. En algunas partes de este trabajo se usaran
las equivalencias: « - = -aV p, a+ f=a — A S — ay otras
mas que serdn mencionadas mas adelante, para reducir otras cosas.

Quizés sea pertinente explicar que este lenguaje no identifica, en
principio, lo que es un relator de la manera clasica. Tal identificacién
estd oculta en el tipo y en la construccién de las formulas atémicas. Por
ejemplo, si I = {i} y R es una constante de tipo (i, %), consideraremos
R(z%, %), con z¢, x} variables de tipo i, una formula atémica, en tal
caso notemos que R es visto como una relacion. Con respecto al ejemplo
mencionado podemos ver que si R’ es una constante de tipo ((i,)),
entonces R'(R) es un formula atémica. Dicho de manera general, el
tipo es el que esconde el papel que juega la constante, que bien puede
ser de un relator, o de objeto dependiendo del caso. Por cierto este
lenguaje no usara funciones de un modo clasico, puesto que tales seran
consideradas como relaciones como en el ejemplo 1.8.

Definicion 3.2. Usando los términos definidos en 3.1 definimos los
siguientes operadores:
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1. Construimos el operador §=, de la forma:
S (L7, (1)) =A{= = y| £¢ E7 Ax,y € T*(L (I'))ANordr(a) < m}.

Notemos que x,y son variables del metalenguaje®® para términos
de LT (T).

2. Definiremos ' (L7 (1)), de la forma:

Yy E SF( 7. (I)), si y solo si, y = xo(z1,...,2n),

donde:
ag = (a1,...,an), o € T*(Ly, (I')) U{Ry}, z; € T (L, (T))
para 1l < j <n,y, ordi(ag) < m. Como antes, xg,T1,...,Ty, SON

variables del metalenguage para términos de L7 (T').
Usando lo anterior definimos lo que realmente nos importa:
FHLE, (D) = § (L7, (D) US (L7, (1),
Llamaremos al conjunto SA(L?I (I')) las formulas atémicas de L7, (T').

Definicion 3.3. Sean k,j cardinales distintos de 0, sean x, o meta-
variables del lenguaje que representan sucesiones , en j, de variables y
formulas, y sea Z metavariable que representara alguno de los siguien-
tes simbolos {#,V,3,V, A}, introducimos la siguiente notacion

1. Para j < w,
Zjl’j = Z’I’O . ij_l(al), Zj(Oéj) = Z(Ozo) e Z(Oéj_l), Y,
Zj(Oéj) = (O[())Z ce Z(Oéj_l).

2. Para j > w,

ijj(ozl) =Zxg... 22, ... (1), Zj(ozj) =Z(ag)... Z(ay) ... ;

Zj(Oéj) = (OéQ)Z N Z(Oéw)Z ey
de manera sencilla resumiremos el primero y el tercero como
Zxj(on) = Ziejri(ar) iZ;(a;) = Zicjou,

respectivamente.

2330n variables para la exposicién, no para el lenguaje en si.
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Sean A, B,C conjunto definamos los siguientes operadores:

1. El conjunto B*(A, B,C) de la forma
B*(A,B,C) =
{Z72j(on)|Z € ANL < j < kA para 0 <i < j, z; € BAay € C}
2. El conjunto B*(A,C) de la forma
B*(A,C) = {Z9(a;)|Z € AN < j < kA para 0 < i < j, o; € C}.
3. Del mismo modo B (A, C) de la forma

Bi(A,C)={Z;(j)|Z € AN2 < j < kA para 0 < i< j, a; € C}.

Esta definicién es requerida para poder hablar de bloques de manera
un tanto mas precisa.

Otra forma de introducir este lenguaje puede ser vista en [6], en
especifico en el capitulo catorce.

Definicién 3.4. En el lenguaje LT (T'), sean A un conjunto cualquiera,
I un ordinal tal que 1 <1 < w, q y k cardinales, definimos el operador
( >%k, de la forma:

(A)LF = B2({=}, A) U BI({V}, Var, A) U BL({A}, A}) U A
Asi podemos definir de manera inductiva:
W(LE M) = FHLEMNE, v, ShEH LT (D) = F (L7, (1) 2.

Luego de toda esta vuelta definiremos el operador §q. (L7, (T)), de la
siguiente forma:

Fae (L7 (D) = | (B (L7 (D)1 <1 < w}.
Tal conjunto sera llamado las formulas de L7 (T').

Esta definicién permite formalizar el hecho de que Newton da Costa
habla de formulas con un bloque infinito de disyuntores.
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Por cierto esta definicion es completa, ya que cualquier férmula
que use la implicacién, la equivalencia, la existencia, la disyuncion,
pueden ser reducidas usando las equivalencias: V;a; = =(Aj(=(;)),
a— f=((a)V(B), Wzj(a) = ~(Fz;(=(a))), y, @ < B = (a =
B)A (B — a).

Dada esta explicaciéon, veremos que las dos clases de lenguajes, que
aparecen en el trabajo de Newton da Costa[1] pagina 5, corresponden al
lenguaje L7 (I') cuya construccion de formulas puede ser interpretada
de dos maneras. O bien como Fww (L7, (I')), en tal caso solo anotaremos
F(L ())*1. O bien Fur (L7 (), donde claramente por la definicion
By, B“ son bloques de disyunciones de largo menor a «, y, bloques de
cuantificadores de largo menor w, respectivamente.

Definicién 3.5. Sean g,k cardinales, y, v € T (LT (L)). Definimos,
para a € Ty, y, ordr(a) < w

var=(y) = {x € Var,|z aparece en v},

llamando variables de tipo a en vy, Ademds:

varﬁ('y) = U{Uar(f(*ma eTr},

llamado variables en ~.

Uno podria considerar las formulas como sucesiones de simbolos en
el lenguaje y ver si la variable pertenece a la imagen de esta sucesion.
Pero tal grado de precisién me parece innecesario.

No es dificil ver que #vars(a) < w, pero lo que no es siempre
obvio es que #var®(a) < w, puesto que es posible que #T; > w y
k > w, lo que hace posible la apariciéon de una cantidad no numerable
de variables.

Semantica para estructuras.

Algo previo a mencionar, para esta subseccion, es que todos los
resultados mostrados son obtenibles o igualmente definibles, tanto en

*Esta es equivalente a L“(R) en [1] pagina 5.
?5Esta es equivalente a LY, (R) en [1] pagina 5.
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estructuras como en pre-estructuras. Sin embargo el trabajo esta enfo-
cado en estructuras y hablaremos desde ellas.

Ademaés, en esta subseccién, pensaremos que un modelo es una
funcién que interpreta las constantes, de un lenguaje dado, en una es-
tructura. Para luego dar a lugar a la interpretacion de la formulas del
lenguaje. Ciertamente el trabajo que viene estd inspirado en la defini-
cion clasica de Tarski, pero toma en cuenta la estructura jerarquica de
tipos de la teoria.

Definicién 3.6. Sean L7 (I') un lenguaje y ¥ una estructura. Defini-
mos:

1. ¥ permite L7 (T), si y solo si para todo a € Ty, con ords(a) <
m: U(V) = 0, entonces, Var, = 0.

2. Si U permite LT ('), entonces: un modelo M en V¥ para
L7 (), es una funcion?® M : Consti, — U(V)U {0¥} que cum-
ple

a) M es inyectiva.
b) Para todo a € Ty, con ordr(a) < m, M[Const,] C U%(P).
c) M(Ry) =0~

donde M| ] denota la imagen de un conjunto.

El item 1 de la definicién 3.6 esté especialmente pensado para que
la aparicién de una variable de tipo a en una formula implique que
hay objetos del cual hablar en ¥, lo cual esta directamente relacionado
con las siguientes definiciones donde se habla de la interpretacion de
formulas. Por lo general asumiremos que ¥ permite L7 (T').

Definicién 3.7. Sea V una estructura que permite L7 (T'). Definimos

1. v es una asignacion de variable en V si y solo si v es una
funcion de la forma v : Vary, — U(¥), que cumple

x € Var,, entonces, v(z) € U(D).

26Recordar definicién 3.1, en especifico el conjunto de constantes del len-
guaje.
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128 VIDAL HUMBERTO NAVARRO MENA

2. Sean q es un cardinal, j < q, x; variables de tipo a; y p; €
U% (W), para i € j. Dada una asignacion de variable v, diremos
que la asignacion de variables de vi); es de la forma

{ i st eziste ¢ € j de modo que x; =y
v

Pi(4) —
vz (y) = (y)  en otro caso.

Notemos que la definicién es buena, es decir, no hay problemas con
el hecho de que v(z) € U*(V), puesto que si Var, # 0 tenemos que
U*(¥) # 0, dado que ¥ permite L7 (I'). Claramente si Var, = (), hay
menos de qué preocuparse.

Por cierto, en lo que sigue del trabajo, usaremos el simbolo = para
denotar cadenas de simbolos iguales, pero siempre tener en mente que
esta relacion es en el metalenguaje.

Definicién 3.8. Sean ¥ una estructura, M un modelo en VU fijo para
7. (I') y v una asignacion de variable en V. Definimos:

1. Parat € T(L7F (T)) t denota a la asignacién de variable v,
como ¥ (t)[v], que cumple

a) ¥U(x)[v] =wv(x) si z es una variable de cualquier tipo.
b) ¥(c)[v] = M(c) siceT.

2. Para o € §4. (LT (T')) ¥ satisface la formula o respecto a
la asignacion de variable v, como ¥ = afv], a través de los
stguientes criterios

e Para elementos en SA(E?I (mM):

a) Para x < Y,
U =a =y, siy solo si, U(z)[v] = ¥(y)[v].

donde v,y € T*(L7 (1)), a € Tt, ordr(a) < m.
b) Para xo(z1,...,T,),

U E xo(z1,...,2,)[v], iy solo si,
(W(z1)[o], ..., Ulan)[v]) € Rel(Or)(¥(xo)[v]).
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donde, x; € T% (LT (T)) para 1 < j < n, y, 29 €

T (L7 (T)U{ Ry}, con, ag = (ai,...,an), o, - -, 0y €
Tr. Por cierto recordar que Rel(Oy) es definido en 3.7
item 3.

e Para o € 32‘,’;1(5% (T), con1 <l <w:

a) Para a = —(d’), donde o' € gék( T7.([')). Se tiene
VU = afv], siy solo si, no ¥ = o'[v].

b) Para o =Va;(o), donde o € § (L7 (1)), j < q:

Psi = afv], siy solo si, para todo i € j,
pi € UM (W), entonces: W |= o' [vl7].

c) Para o = Aj(a;), donde a; € Slqk(ﬁ?}(F)), con i €
J<k:

U = afv], si y solo si, para todo i € j, ¥ |= o;[v].

Si no se incluye el caso o € Sf]k( 7.(I')), para o € Sézl( (),

es porque claramente cae en el paso inductivo anterior, haciendo inne-
cesaria su definicion.

Definicién 3.9. Fijado M modelo de ¥ para LT ('), y o € Fqr(LE(T)).
Definimos, ¥ satisface la formula «, si y solo si, para cualquier asig-
nacion de variable v en V, ¥ = «fv]. En simbolos, ¥ = «.

Proposicién 3.10. Sea ¥ una estructura, L7 (I') un lenguaje. Si se
cumple

1. W permite LT (I);
2. T CcU(P);

3. Para todo a € Ty, de modo que ordr(a) < m entonces Const, C
Uue(w).

Entonces podemos interpretar L7 (I') en . A los lenguajes que tengan
tales caracteristicas los llamaremos lenguagje candénico para V.
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Demostracion. Por la primera condicién tenemos que estamos en con-
diciones de encontrar un modelo. Ahora veamos que ir la inclusién
de I' a U(V), la cual podemos extender de manera simple a Constf
agregando ir(Ry) = (*, cumple

1. Es claramente inyectiva.

2. Como ir[Const,| = Const,, es claro que usando la cuarta condi-
cion, tenemos la condicion b) del item 2 de la definiciéon 3.6.

3. Por construccion ir, tenemos, ir(Ry) = 0*.

O

En general para un lenguaje no hay mayor diferencia en escoger
Ry como (), puesto que en tal caso solo basta interpretar (* como él
mismo. Por lo mismo y por la conveniencia de la notacién fijaremos
para lenguajes en general Ry = (.

Transiciones entre estructuras.

La nocién a mostrar tiene una correspondencia al concepto de Equi-
valencia elemental mostrada en [8] pagina 55.

Definicién 3.11. Sean LT (T') y L?};’ (I') lenguajes para los cuales hay
un modelo en las estructuras ¥ y U’ respectivamente. Decimos que una
funcion f de la forma

[ 8 (L (D)) = Sq'k/(ﬁﬁ/, (T'")), de modo que:
U = «, siy solo si, ¥' = f(a),

es una transicion de V en V'. Llamaremos al triple:
((g,q"), (k, k"), (m,m")) el argumento de la transicidn.

Por cierto si f es una transicion de ¥ en ¥’ de argumento
((g,q"), (k, k"), (m,m’)), y, g es una transicién de ¥’ a ¥” de argumento
(¢, q"), (K',E"), (m',m")). Entonces claramente fog es una transicion
de ¥ a ¥, y su argumento es de la forma ((q,q"”), (k, k"), (m,m")).
En base al mismo ejemplo si f es una transiciéon de argumento
((q,q"), (k, k'), (m,m’)), y. x = &, para algiun x € {q,k,m}, entonces
abreviaremos (x,z’) por x.
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Proposicién 3.12. Sean LT (T') un lenguaje, ¥ una estructura. M un
modelo en ¥ para LT (I')y o € Fr(LF(T)). Se cumple:

1. El lenguaje®” L7 (ML), que cumple las condiciones

a) M[Const,] = Siml,, donde Const!, es el conjunto de cons-
tantes de tipo a para L7 (M[I]).

b) Var, = Var,,, donde Var!, es el conjunto de variables de
tipo a para L7, (M[I']).
Es un lenguaje candnico para V.

2. La funcion Can : Fqr (LT, (L)) = g (L7 (M[L])), de modo que
Can(a) es el resultado de cambiar todas las apariciones de cons-
tantes c, en «, por M(c). Es una transicion de ¥ en V de argu-
mento (q, k,m).

Demostracion. Enumerando las demostraciones:

1. Por la condicién b) y el hecho de que ¥ permite L7 ('), tene-
mos que ¥ permite L7 (M[I']). Claramente. por definicion 3.6,
M) € U(¥) U {w}, mas atn, M[Const,] C U*(¥). Como
MConst,] = Consty, luego L7 (M[I']) cumple con las hipétesis
de la proposicién 3.10, asi L7 (M[I']) es un lenguaje canénico
para U,

2. Sea v una asignacion de variable en ¥ fija paro arbitraria. Para
a € Fqr (L7 (), de modo que ¥ |= afv], tenemos:

e O bien « € SA(,C’:F; (T")). En este caso

a) o =z = y, donde a,y € T*(LFE (T)), ord;(a) < m.
Luego

U = afv], si y solo si, U(x)[v] = U(y)[v].
Si 2,y son variables tenemos que a = Can(a), asi

U = afv], si y solo si, U = Can(a)[v].

2T M| ] es el operador imagen de M.
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Si ambas son constantes tenemos M (xz) = M(y), lue-
go U(M(x))[v] = ¥(M(y))[v], lo que equivale ¥ |=
Can(a)[v]. Por ultimo y sin perdida de generalidad
si z es un termino e y una constante tenemos que
v(z) = M(y), lo que equivale W(x)[u] = B(M(y))[o],
es decir ¥ = Can(a)[v].

Si a = xg(x1,...,21), donde

1<j<n o€ T9LEN)), y xo € T(LE (T)) U
{Rp} v ao = {a1,...,a,), ag,ai,...,a, € Tr*®. Luego

U E zo(z1,...,2,), siy solo si,
(W(z1)[v], ..., U(zn)[v])Rel(Or) (¥ (zo)[v]),
Donde de manera provisoria usaremos:

5(t) = M(t) , si, t es una constante
o t , si, t es una variable.

Como ¥ (t)[v] = M (t) en caso de que ¢ sea constante,
U(t)[v] = v(t) en caso de que t sea variable. Entonces

U = zo(x1,...,2y,), siy solo si,
(W0 (@1))[v], - - -, W (0(zn)) [v])Rel(Or) (¥ (6(x0))[v])-

Notemos que por construccion
Can(a) = §(x0)(6(x1),-..,0(xn)), por lo tanto

U = zo(x1,...,2n)[v], siy solo si, ¥ = Can(a)[v].

e Paraa € Sfﬁ;l(F), conl<(<w,

a)

Si a = —(a’), donde o € ., (T), luego por hipotesis
de induccién

U = o/[v], siy solo si, ¥ = Can(a/)[v].

Como Can(a) = =(Can(ca’)), entonces, por definicion
3.8
U E afv], siy solo si, ¥ = Can(a)[v].

28Ver definicién 3.2 item 2.
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b)

Para a = Vz;(a’), con j < ¢, al igual que el punto
anterior, usando hipétesis de induccién tenemos

U = o/[v], siy solo si, ¥ = Can(a’)[v].

Para ¢ € j, sea x; una variable de tipo a;, sea p; un
elemento arbitrario de U% (¥). Luego de la hipotesis
de induccion

U = o/[vh7], siy solo si, ¥ = Can(a’)[v?].
Luego por definicién 3.8
U k= a, siy solo si, ¥ |= VW a;(Can(a)))[v].
Como Can(a) = ¥z ;(Can(a’)), entonces
U = a, siy solo si, ¥ = Can(a)[v].

Si o = Ajay, con j < k, donde «; € Sf]k(l") para i € j,
luego por hipétesis de induccion

U = a;[v], siy solo si, ¥ = Can(a;)[v],
para i € j. Luego por definicién 3.8
U E afv], si y solo si, para todo i € j, ¥ = Can(«;)[v],

Como Can(a) = A;j(Can(e;)), entonces por definicion
3.8
U = afv], si y solo si, ¥ = Can(a)[v].

Como v y « son arbitrarios Can es una transicién de argumento

(g, k,m).

O

Ahora construimos los lenguajes pertinentes, para la demostracion

de reduccién de individuos y de orden que realizaremos en este trabajo.
Formalizando los comentarios sobre reduccién de orden mostrado en el

trabajo [1] pagina 8.

Definicion 3.13. Sean I' un conjunto, p una estructura mailtiple, e
una estructura simple. Definimos:

1. Para L7 (T) lenguaje candnico para p, el lenguaje®® L7 (TUA,),

29

recordar A, esta definido en 2.6.

Manuscrito — Rev. Int. Fil., Campinas, v. 38, n.2, pp.89-154, jul.-ago. 2015.


Roberta
Texto digitado
Manuscrito – Rev. Int. Fil., Campinas, v. 38, n.2, pp.89-154, jul.-ago. 2015.

Roberta
Texto digitado
133


134 VIDAL HUMBERTO NAVARRO MENA

estd dado por:

a) Para ord(a) < m,

Const!, =
(J{Consts|S1(b) = a}u{sy (b)[(Sr(b)) = ans) (b) # 0},
donde Const, es el conjunto de constantes tipo a del len-
guaje LT (T UA,).

b) Para todo a € Ti, ordj(a) < m, Var, = 0, entonces
Va’/‘SI(a) = @

Llamaremos a tal lenguaje el lenguaje singular de LT, ().

2. Para L7(T') lenguaje candnico para e, el lenguaje®® E}IT (Tyule)
estd dado por

a) Tt =T x {0}.
b) Para todo a* de modo que ordy,.(a’) < m, fijamos el con-
junto de constantes tipo a”, como

Const,r = Const, x {0}.
c¢) Para todo a € Ty, ordy,(a) =1,
Const, =
{6%(a0)|6  (ap) # DAao = (a1, ..., an)Aa = (al,af, ..., a5)}.
d) Para a € T: Var, =0, entonces Var,r = 0.
Llamaremos a tal lenguage el lenguage 1 fundamental de L7 (T').

Notemos que todas las clases definidas son subclases de la clase
Er(0bj) o £(Obj;), dependiendo del caso. Como tales clases son con-
juntos tenemos que las clases definidas también lo son.

Proposicién 3.14. En términos de la definicion anterior.

30recordar It y I. estan definidos en 2.9 y 2.11 respectivamente.
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1. LF(TUA,) es un lenguaje candnico para p 4, la estructura andlo-
ga de p.

2. ElTIT (T1 UL.) es un lenguaje candnico para e1, la estructura 1
fundamental de e.

Demostracion. Enumerando las demostraciones:

1. Usando el hecho que L7} (') es un lenguaje canénico para p te-
nemos
I' cU(u), luego, TUA, CU(p) UA,,

asi, por la proposicién 2.8 item 2 I' U A, C U(p4). Claramente
se cumple la segunda condicién condicién de la proposicién 3.10.
Con respecto a la tercera condicion veamos que por hipdtesis y
proposiciéon 2.8 item 4

Consty, C Ub(u) € UST®) (),

luego tenemos que: para todo a € T, con ord(a) < m:

(U{Consty|S1(b) = a} [ U (na)IS1(b) = a} = U ().

Por otro lado, para un ¢ arbitrario pero fijo, si ord((S;(c))) =
ord(a), entonces por la proposicion 1.4 y 2.4 item 1, tenemos
ordr(c) + 1 = ord(a). Claramente si ord(a) = 0 entonces

{6, O(S1(8))} =0 C U (pa)-
Si ord(a) < 1, veamos que
{6, ®)(S1(b)) = and;(b) #0°} C AL

donde I = ord;(c). Veamos que por la proposicién 2.5 item 3,
5g(c) es de tipo (S;(b)), como (S;(b)) = a, entonces, por la
definicion 1.10 y la proposicion 2.5 item 2y 3 61 (c) € O(Obj;)(a).
Asi, por la definiciéon 2.6 y 1.9 item 2,

{8, (0)[(S1(b)) = a A6, (b) # 0} € AT N O(Obji)(a),

A7t N O(0bji)(a) € pa(l) NO(0bji)(a) = U (wa)-
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En sintesis
(U{Consty|S1(b) = a}u{s; (9)[(S (b)) = andl (b) # 0} € U (pwa),

que es equivalente, por la definicién anterior item 1 parte a),
Constl, C U%(u.4)- Por lo tanto se cumple la tercera condicion de
la proposicién 3.10.

La primera condicién de 3.10 se deduce a partir de b) del item
1 de la definicién anterior, para ello tengamos presente que para
todo a € Tt, ordr(a) < my Si(a) = b, tenemos, por proposicion
2.8 item 4

Ub(ua) = 0, entonces U () = 0.

Como p permite L7 (I'), entonces
U’(4) = 0, entonces, Var, = 0.
Luego por el item b), ya que a es arbitrario, tenemos
U(u4) = 0, entonces Vary, = 0.

Por lo tanto £7(I' U A,,) es un lenguaje canénico para p 4.

. Ya que £7'(I") es un lenguaje canénico para e I' C U(e). Usando

la proposiciéon 2.12 item 3, y la definicién anterior item 2
(T x {0} UL, C (U(e) x {0}) UL, =Uley).

Lo que comprueba, dada la definicién anterior, I'1 UL, C U(ey),
luego se cumple la condicién 2 de la proposicién 3.10.
Para la primera condicién veamos que

U%(e) = 0, entonces, Var, = 0,

asi por la parte d) del item 2, de la definicién anterior, tenemos
U®(e) = 0, entonces Var,r = 0.

Usando la proposicién 2.12 item 5 tenemos

e’ (e1) = 0, entonces, Var,r = 0,
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obteniendo asi la primera condicién de la proposicién 3.10.
Para la tercera condiciéon separaremos por el orden. Si ordy,. (a) =
0, entonces a = b° € Ir. En tal caso notemos que, dado que
L7(T) es un lenguaje canénico para e y la definicién anterior,

Const, = Consty, x {0} C U°(e) x {0}.

Luego por proposicion 2.12 item 5 Const, C U%(es). Para
ordy,.(a) = 1 tenemos por la definicién anterior y 2.11 Const, C
I., ademas Const, C Or,.(Obj)(a) dado la proposicion 2.12 y la
definicion anterior. Luego, por definicion 1.9 item 2 y 2.11 item
4

Const, C 1. N Or,(Obj)(a) = U%(er).

Quedando claro que para todo a € Ty, con ordr.(a) < 1,
Const, C U%(er). Por lo tanto L, (I'1 UI.) es un lenguaje ca-
nénico para er.

O

Antes de continuar notemos que si Var, # () para algin b, con
ordr(b) < m, tenemos que Vargs, ;) # 0, dado la definicion 3.13 item
1 parte b). En este contexto veamos que si #I < w, entonces para
a € T, Var, es equipotente con J{Varylv € S;*'[{a}] A Vary, # 0}.
Este hecho esté justificado por la proposicion 2.4 item 3 y el hecho que
la unién a lo mas numerable de numerables es numerable. Este sencillo
hecho nos permite justificar la existencia de u,, funcién biyectiva de
U{Vary|v € S; ' [{a}] A Vary, # 0} a Var,. Asi definimos el operador u
como:

ge  Lsi,t=0%
u(t) = t , 81, t € U%(u), para algin, a € Ty
ua(t) i, t € U{Vary|b € Sy [{a}] A Vary, # 0}

Notemos que u restringido a Vary, es una biyeccion de Vary, a Vary,
puesto que cada funcién u, es una biyeccién. El motivo de lo anterior es
que permitird uno de los objetivos planteados en esta seccién, a saber,
la reduccién de individuos. Pero con la condicién de que #1 < w.
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Definicién 3.15. Sean #I < w, LT (') y L(T'U A,) lenguajes ca-
nonicos para i y pa respectivamente. Definimos U de la forma

U Fu (L7, (D)) = Fgr (LT (T UAL)),
a través de los siguientes criterios
e Paraa € SA(ﬂﬁ (T)):

1. Sia=ax =<y, donde z,y € T(LE (), ordr(a) < m,
entonces

U(a) = (7 () (u()) A 57 (a) (u(y))) = ulz) "L u(y).

2. Sia=xo(z1,...,2,), donde, para todo 0 < j < n, x; €
T (L7 (1)), y, ap = (a1, ...,an). Entonces

U() = Anr18y (ani) (u(@ns1))) = ulzo)(u(1), ..., uzn))-

3. St a = xo(x1,...,2,), donde: para todo 1 < j < n, x; €
T (E% (1), y, zo = 0¥, entonces

Z/I(Cv) - @“(u(ml), sy u(xn))

e Para a € FHH(LE (T)), donde 1 < | < w, definimos por induc-
cion

1. Sia=-(d), donde o/ € ﬁék(ﬁ’T”I (T)), entonces
U(a) = =(U(a)).

2. Sia=Vizg;(d), donde o' € 32,@(5%@‘)), y, 1 < j <gq.
Entonces

U(e) =V u(z;)Ua)).
3. Sia=Njoj donde a; € ggk(,ﬁ% (") para i € j. Entonces
U(a) = njU(aj))-

Por cierto recordar que Ry = (¥ segtn la convencién acordada en
el parrafo que precede a la definicién 3.11. El motivo para recordar esto
es el hecho que los 5Z(a) pueden ser () en algunos casos.
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Definicién 3.16. Sean v y v’ una asignacion de variable en pa y p
respectivamente, y sea a € T, definimos: v es reducible en p, si y
solo si existe v’ asignacion de variable en p de modo que v' = v o wu.

Proposicion 3.17. Sean #I <w, y, a € SA(E% (). Se cumple
1. Siv es reducible en p, entonces
w = alv'], siy solo si, pa = U()[v].
Donde v/ =vowu yv' una asignacién de variable en p.

2. Para toda asignacion v’ en p, existe v asignacion reducible en p,
de modo que v/ = vou.

3. Siv no es reducible en p y p = o, entonces pg =U(a)v].

Demostracion. Enumerando las demostraciones:

1. Primero veamos que, para cualquier constante ¢ en el lenguaje,

p@)[] =t = u(t) = palu(t)[v]

Ademaés para cualquier variable ¢ de tipo a en el lenguaje L7 (T'),

a) Para a = x = y. Veamos que si tenemos y = afv’], enton-
ces, por definiciones 1.7 item 3 y 2.6 item 1 y claro artificio
logico

u@)[v'], u(y)[v'] € Rel(0) (9, (),
entonces, pu(z)[v'] = pu(y)[v'].
Usando lo mostrado antes de empezar, tenemos
pa(u(@))v], pa(u(y))lv] € Rel(0)(3, (a),
entonces, p.4(u())[v] = ra(u(y))v]:
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Por lo tanto, por definicion 3.15, 1 = «v’], entonces, pa E
U(a)[v].
Por otro lado si p4 = U(a)[v], entonces
pau(@))v], palu(y))[v] € Rel(0)(5; (a))
; entonces, pa(u(z))[v] = palu(y))v],

tenemos, por la igualdad mostrada mas arriba y las defini-
ciones 1.7 item 4 y 2.6 item 1

w(x)[0'], p(y)[v'] € U (1), entonces, pu(x)[v'] = p(y)[v'].

Ahora bien, z,y son términos de tipo a, luego, puestas:
la definicion 3.7, el hecho de que L7 (I') es un lenguaje
canénico para p, el item 3 proposicién 3.10, tenemos que

p(@) V'], u(y)[v'] € U (), ast

luego por definicion 3.8 tenemos p = «afv]. Por lo tanto
I afy), si y solo si, s | U()[e].

Para a = zo(x1,...,2,). Veamos que, usando el hecho
w(t)[v'] = pa(u(t))[v] mostrado mas arriba,

(ra(u(@))[v], ... palu(zn))[v]) € Rel(O)(pa(u(zo))[v]).

Usando un razonamiento tautologico tenemos: Para todo
je{0,...,n},

pa(u(z;))v] € Rel(O)(&PTL(aj)), entonces,
(ma(u(@))v], ..., palu(zn))[v]) € Rel(O)(pa(u(zo))v]).
Luego, por la definicién 3.8,
pa B Ani18y (antn) (@@ng1)) = ul@o) (u(@r), ..., u(@n)))[v]-

Por otro lado, si tenemos p4 |= U(a)[v], entonces para todo
j€{0,...,n},

palu(z;))v] € Rel(O)(tﬁ(aﬂ), entonces,
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(na(u(@))[v],. .. pa(u(zn))[v]) € Rel(O)(pa(u(xo))[v]).

De lo que deducimos, usando la igualdad
w(t)[v'] = pa(u(t))[v] mostrada mas arriba:
Para todo j € {0,...,n},

p(z;)[v'] € Rel(O)(6,, (a;)), entonces,

(w@)['] - ., p(@a) [V]) € Rel(O)(p(wo)[V']).
Notemos que, para x; variable de tipo a;, dada la definicién
3.7, se cumple v'(x;) € U%(u), es decir, dada la definicion
3.8, 01 (ao)(pu(xo)[v']). Ah, por cierto si z; es una constante,

claramente x; € U%(u), puesto que, dada la proposicion
2.11 item 4, z; € Const, € U*(u). Por lo tanto

()], - - wlan) [v]) € Rel(O)(u(o) [v'])-
Asi p | afv]. En sintesis
p E av'], siy solo si, pa = U()[v].
¢) Para a =0%(x1,...,2,), es claro que lo siguiente,
0 ()], - - pln) ),
si y 5010 8i, 0 (s (w(z)) o), - - pa () 1)

es un tautologia. Es decir, p4 = U(a)[v], si y solo si, u =
av'].

2. Sea v’ una asignacion de variable en p. Construimos, para z €
Var??,
v(z) = { v'(ul(2)) sl ze u[Varf], para algin a € Ty

vo(2) , en otro caso.

donde u[] es el operador imagen de u, vy es otra asignacion
de variable en 1 4. Notemos que u~' esta bien definida por ser
inyectiva. Ademas v es una asignaciéon de variable en p 4, dada
la proposicién 2.8 item 4 y definiciéon 3.7. Ahora veamos que

vou(z) = (u (u(x)) = v'(x)

ara cualquier x € Var™, asi v/ = vowu.
TI’
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3. Sea v, fija, una asignaciéon no reducible en p entonces existe Z

conjunto, no vacio, tal que, para toda v’ asignacién de variable en
w,x' € Z, 2" € Vary, , vou(x') # v'(2'). Ahora, dada la definicion
3.1, tenemos &’ € Var,, para algin o', con ord;(a’) < m. En este
contexto, supongamos que v(u(z')) € U*(u), y construyamos:

vy J vou(z) ,si,z=2a
vi(z) = { v”’(z) , en otro caso.

donde v es una asignacion de variable en p. Notemos que clara-
mente v* es una asignacion de variable en p dado que v*(z') €
U®(u). Luego v*(x') = vou(z'), lo cual es una contradiccion pues-
to que vou(z') # v'(x’) para cualquier asignacion de variable, v',
en p. Por lo tanto, para «’ € Z, tenemos v(u(z')) € U*(u), lo cual
demuestra lo propuesto, dada la definicion 3.7. Ya desarrollado
lo suficiente el concepto de no reducible en pu, continuemos.

a) Sia==x < y, entonces, sin perdida de generalidad
1) O bien z,y & Z.
En este caso construyamos la asignaciéon variable vy en
ua, tal que

vo(z) = { v(z) i, 2z #u(a’) para s’ & Z

vo(z) sl z=wu(a’) paraz’ € Z

donde v} es reducible reducible en p, de modo que v} =
v4 o u. Notemos que vy es una asignacion de variable
en p4, por el hecho de que v y v son asignaciones
de variable en u. Para ver si es reducible, veamos que,
para toda variable z tal que x € Z, existe v, asignacion
de variable en p de modo que v, (z) = v o u(z). Luego
construimos la asignacién de variable en p

vi(x) = { v (x) s,z g Z

vi(z) ,si,zeZ

Notemos que v; es una asignaciéon de variable en p,
dado que, para cada s € Vary,, s € Z, vs es una
asignacién variable en p. Notemos ademas que

v1(s) = vi(s) = vou(s) =wvgou(s) para s € Z.
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v1(s) = v (s) = vg o u(s) = vp o u(s) para s € Z.

Es decir v; = vy o u. Luego de haber mostrado esta
construcciéon comprobemos que

wa EU(a)[v], siy solo si, pa = U(@)vo],

esto se debe a que, para s € Z,
a’ O bien, s es una variable, y, v(u(s)) = vo(u(s)).
Ast, pa(u(s))[v] = pa(u(s))[vol-
b" O bien, s es una constante, y, s = u(s) = pa(u(s))[v] =
pau(s))[vol.
Luego por hipotesis u = afvi], y por el item 1 de
esta proposicion, tenemos p 4 = U(a)[vo]. Luego pa =
U(e)[v]
2) O bien x € Z. En ese caso basta ver que v(u(x)) ¢

U*(u), dado que v no es reducible en . En ese caso
pa(u(z))[v] € Rel(6](a)), 1o cual hace que

pa(u(@)[v], palu(y))v] € Rel(0)(5; (a)),
entonces, f1.4(u(x))[v] = pa(u(y))[v],
sea una clara tautologia. Por lo tanto 4 = U(a)[v].
b) Para a = xg(x1,...,2,), sin perdida de generalidad

1) O bien zg,z1,...,2, € Z.
En este caso usaremos la construccion hecha en el pun-
to anterior, veamos que,

A =

A1 (0 (@n1) (W(@nt1))) = ul@o) (u(@1), - - ul@n)) ],

equivale,

pa E

A1 (0 (@nt1) (w(@ni1))) = ul@o)(u(@y), . -, ul@n))[vo]-
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Esto se debe que para z ¢ Z, entonces p4(u(z))[v] =
pa(u(x))[ve], cosa ya demostrada en el item anterior
subseccion a). Luego por hipétesis p = afv1], y por el
item 1 de esta proposicién, tenemos

pA =
Ant1(8 (@ng1) (u(@nt1))) = ul@o) (w(z1), - ., ulzy))[vo]-
Luego pa = U(a)[v]
2) O bien existe ¢ € {0,...,n}, de modo que z, € Z.
En ese caso basta ver que v(u(zq)) & U%(n), dado que

v no es reducible en p. En ese caso pa(u(zg))[v] €
Rel(6](a)), lo cual hace que

pa =
(Ant1(0 (@ns1) (w(zn41))) = ul@o) (w(z1), ..., ulwn)))[v],
sea una clara tautologia. Por lo tanto pa | U(a)[v].

Por lo tanto tenemos que p = «, entonces, pua = U(a)[v],
para v no reducible.

¢) Sia=xo(z1,...,2,), con x; € T (LF ('), para 1 < j <
n, y, xg = (). Entonces

Ula) = 0¥ (u(zr), ... ulxy,)).

En este caso comprobamos que para cualquier asignacién de
variable v, incluyendo no reducibles en p, tenemos no p4 =
U(a)[v]*, en especifico para v no reducible p. Del mismo
modo tenemos que no p = «. Ocupando un razonamiento
tautolégico, tenemos que: para toda v no reducible,

no p4 = U(a)[v], entonces, no p = a.

Usando leyes de la implicatoria, veamos que, para toda v
no reducible en p,

W = o, entonces, pa = U(a)[v].

3130lo basta ver las definiciones 1.7 item 3 y la 3.8 para entender lo trivial
del hecho.
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Demostrando por completo este item.

Lema 3.18. Para o € F4(L7 (T))
= o, siy solo si, pa =U(a).

Demostracion.

e Deizquierda a derecha. Por la proposiciéon 3.17 item 3 e hipotesis,
w4 |E U(a)v], para v no reducible a p. Por otro lado, por defi-
nicién 3.16 y proposicion 3.17 item 1 e hipotesis, pa = U(a)[v]
para v reducible en u. Por lo tanto pa = U(«).

e De derecha a izquierda. Basta tomar p 4 = U(«)[v], con v reduci-
ble en p, para que usando la proposicion 3.17 item 2 y definicién
3.16, obtener u = «afv’]. Como v es arbitrario, entonces i = a.

O
Teorema 3.19. U es una transicion de u en p4, de argumento (q, k, m).
Demostracion. Sea a € F*(LF (I')) tenemos por el resultado anterior
= a, siy solo si, pa = U(a).
Sea a € 85};1( 7(I)), con | € N°. Veamos
L Sipka,y, a=-d,cona €F, (L7 (T)), tenemos que
i = a, siy solo si, para toda asignacion de variable en p, v',
no i b= o[V,

usando una hipétesis de induccién, dada la forma inductiva de
Sq (L7, (T)), tenemos

i = «a, siy solo si, para toda asignacion de variable en 4, v,
no pa = ~(U(Q))[].

Por lo tanto por definicién 3.15 u |= «, si y solo si, pa = U(a).
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2.SipukEay a=Wr(d), cond € Sflk( 7.(I')), con j < g,

tenemos que, para una sucesion x; de variables en L7 (') v p;
una sucesion de objetos en U(u), que respetan sus tipos®?,

1 | a, siy solo si, para toda asignaciéon de variable en pu, b,
= o],
usando una hipoétesis de induccion, dada la forma inductiva de

Sqr (L7 (), tenemos

i = a, siy solo si, para toda asignacion de variable en p g4, v,
wE U@, )

Por lo tanto, por las definiciones 3.8 y la 3.15, u = «, si y solo
si, pra = U().

SipkEay a=A(ag), con o € Sflk(ﬁq”i(f‘)), coni € j <k,

tenemos que

U = a, siy solo si, para toda asignacion de variable en p, v/,

para todo i € j, p = a;[v'],

por hipoétesis de inducciéon

i | a, siy solo si, para toda asignacion de variable en g4, v,
para todo i € j, p = U(a;)[v],

Por lo tanto por definicion 3.15 u = «, si y solo si, pa = U(a).

En suma de todo lo mostrado, por definicién 3.11, I/ es una transicién
de argumento (q, k, m). O

La importancia de este teorema es demostrar el hecho de que cual-

quier estructura con mas de un individuo puede ser reducida a una
de s6lo uno. Salvo una condicién, el hecho de que #1 sea numerable.

32Es decir si z; es de tipo a; entonces p; € U% (u).
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Tal hecho tiene cierto sentido, puesto que en un lenguaje cualquiera
es posible construir la siguiente proposicion A;P; (atl ), donde, P;j(z{?)
es una formula que contiene libre a la varlable x{?, j algin cardlnal
mayor que w y a; una sucesion en I, distinta a pares, con #I/ > w. El
problema de esta formula es el hecho que posee una cantidad no nume-
rable de variables y no es trivial encontrar una transicién que preserve
la idea esencial de verdad seméantica que se ha construido. En sintesis
si se quiere un interpretaciéon mas o menos fiel, se tiene la intuicién de
que esta debiera diferenciar las variables libres.

Antes de continuar, hay que seflalar que para los lenguajes L (T'), y,
E%IT ('), los conjuntos de variables Var,, Var,r,paraa € T, y, al € Ip
respectivamente, son equipolentes, puesto que ambos son numerables.
Por cierto si uno de ellos es vacio necesariamente el otro lo es, para ello
tener en mente la definicion 3.13 item 2 parte d). Ahora, denotemos por
14, Una biyecciéon que hace posible la equipolencia, y del mismo modo
que en la transicién anterior definimos un operador:

P i, t=0%
il'(t)={ (t,0) ,si,tecUe), para algina € T
ia(t) ,si, t € Var,, para algtn a € T.

Ahora estamos en condiciones de definir lo siguiente.

Definicion 3.20. Sea T un conjunto de tipos de un solo individuo y sea
It la superacion de T. LF(T) y E%«IT (T1UL,) son lenguajes candnicos
para e y ey respectivamente. Definimos el operador 1 de la forma

L: Sgr (L7 (1)) = qu(ﬁlTIT (I UL)),
que cumple los siguientes criterios:
e Para o € 3‘4(/.1}”(1“));

1. Sia=z =y conx,y € TLPT)), y, a €T, entonces

T

I(a) =i"(x) = " (y)-

2. Sia=wxo(z,...,2n) ya; € TY(LET)) para 0 < j <n
con ag = {(a,...,a,), entonces

I(@) = 0¢(ag) (i (z0),i" (21), ..., 3" (wn)).
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3. Sia=0¥x,...,z,) ya; € TY(LP(T)) para 1 < j < mn,
entonces

(o) = 04GT (21),...,i" (x)).

I+1

e Para a € §, (LF (), con 1 <1 <w, definimos por induccion,

1. Sia=-(d), cond € Sflk(L’?(F)), entonces

2. Sia=Yz;(I(o)), con o' € Fp(LF(T)) y j < q, entonces
I(e) = V7i" () (I(a)).

3. Si o = Njoy, con a; € T (LP(T)) para 1 < i < j <k,
entonces

() = Aj(I(az)).
Llamaremos a esta funcion el reductor 1 fundamental.

Lo que se ha querido hacer en esta definicién es mostrar transicion
que permitird la igualdad seméntica entre las estructuras e y ey, la pri-
mera, la estructura simple®? y la segunda la estructura I fundamental®*

Lema 3.21. Se cumplen las siguientes afirmaciones

1. Sea v una asignacion de variable en e, y, x € Var, con a €

T, entonces existe v asignacion de variable en ey, de modo que
(v(z),0) = v 0 il ().

2. Sea v' una asignacion de variable en e, entonces existe v una

asignacion de variable en e, tal que (v(z),0) =o' oi? (), para
xz € Var, cona €T.

Demostracion. Enumerando las demostraciones:

33Ver definicion 2.1 item 1.
34Ver definicion 2.11.
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1. Para v asignacién de variable en e, podemos construir la siguiente
valuacién en eg

v'(t) = (voi,(t),0), para t € Var,r, para algin a € T
que es una valuacién de variable puesto que
Var}IT = U{Varb|0rdIT ) <1} = U{VaraT\a eT}.

Ademas de .
V'(t) CUe) x 0=U" (e),

dada la proposicién 2.12 item 5. Ahora notemos que para x va-
riable de tipo a

V(ia(2)) = (vo iy (ia(2)),0) = (v(2),0).
2. Para v’ una asignacion de variables en e, definamos
o(@) = X, si, o' (i7 (x)) = (X,0)

Notemos que si  es una variable de tipo a tenemos v'(il (x)) €
UaT(eI). Luego, por la proposicion 2.12 item 5,

V' (iT(2)) = (v(z),0) € U (e1) = U%(e) x {0},

asi v(z) € U%(e). Luego v es una asignacion de variable en e. Por
ultimo notemos que por definicién de v, tenemos

(v(x),0) = ' (iT(x)) = v 0 il (z).
O

Teorema 3.22. I es una transicion de e en ey de argumento (q, k, (m, 1)).

Demostracion. Sea v una asignaciéon de variable en v fija pero arbitra-
ria. Primero demostraremos que

e = alv], siy solo si, e = I(a)[v'],

donde (v(z),0) = v’ 0 il (x) para € Var, con a € T.
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e Notemos que para t una variable de tipo a, tenemos por definicion

3.8 e(t)[v] = v(t), usando que (v(x),0) = v'0il (z), para x € Var,
con a € T'. Tenemos

(e(O)[v], 0) = (v(1),0) = v" 0 i"(t) = ex(i” (t))[V'].

Por otro lado Notemos que si t € Const,, para a € T, ocurre,
dada la proposicién 2.12 item 5 y 3.14 item 2, ademas de la
definicién 3.13,

(e(t)[v],0) = (t,0) =T (t) = er(i” (t))[V'], v, iT (t) € Const,r.

Por lo tanto tenemos que: si ¢ € T(LF(T)), entonces, (e(t)[v],0) =

ex(i (t))[v'].

e Para a € F4(L7(T)), veamos:

1. Sia=x =y, con z,y € T*(LF(T)), tenemos
e = afv], si y solo si, e(x)[v] = e(y)[v],
por el item anterior, tenemos ademas
e = afv], si y solo si, er(i (x))[v'] = er(i* (y))[v'].

Como iT(z),iT (y) € Te" (L}IT (T1Ul.)), dada la definicion
3.1 y 3.13, entonces, por definiciones 3.8 y 3.20,

e = afv], si y solo si, e = I(a)[v'].

2. Para o = zg(x1,...,%y), con z; € T% (LP(T)), 0<j < n,
y ap = {(ai1,...,a,), tenemos

e E afv], si y solo si,
(e(z1)[v], ..., e(xn)[v]) € Rel(O)(e(zo[v])).

Luego, usando la definicién 3.10 item 1 y 2, ademas de el
item anterior,

e E afv], si y solo si,

(e1(i (0))['] e (i (21))[V'], . e1 (i (a))[v']) € Le(a),
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donde a = (a§,a3,...,a’). Lo anterior equivale a
e = afv], si y solo si,
(ex(i” (o) V'], er(i" (@1))[v), - . ex(i” (2a))[v']) € Rel(Or,)(de(a)

dadas las definiciones 1.7 item 3, y, 2.11 item 1 y 2. Por lo
tanto, por las definiciones 3.8 y 3.20,

e = av], siy solo si, e; = I(a)[v'].

3. Sia=0“a,...,x,), con z; € T%(LP(T)), 1 < j <n,
entonces, claramente

0“(e(z)[v], - .-, e(zn)[v]),
si y solo s, 04 (ex(w)[v'], - . ex(wn) V),
es una tautologia. Luego de manera obvia
e = av], siy solo si, e; = I(a)[v'].
e Para a € SZ’;I(C?(F)) con | € IN?. Veamos:

1. Para o = —(d/) con o' € Sék(E’T”(F)). Veamos que usan-
do una hipotesis de inducciéon sobre la forma inductiva de
S (L7(T)), tenemos

e | o/[v], siy solo si, er = I(a)[v],
luego, por definicién 3.8
e | —(a)[v], siy solo si, e; = —(I(a))[v],
luego por definicién 3.20
e E afv], siy solo si, e; = I(a)[v].
2. Para o = V(') con o € §,, (L7(D)) y j < q. Veamos

que usando la misma hipétesis de induccién usada y alguna
que otra modificacion conveniente

11031 o : N, it (ps)
e = a'[vy?], sty solo si, er |=1(a)[v z’T(xj)]v
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donde, p; € U%(e) para i € j. Por cierto no es dificil ver
que

T,
(vaﬁ (2),0) = UIETE?,))(Z'T(JJ)), para, z € Var,, con a € T,

cosa que es necesaria para la hipotesis de induccién. Asi
tenemos, por definicién 3.8 y 3.11

e | afv], siy solo si, er = Vil (x;)(1(a)))[v].
Por lo tanto, puesta la definicion 3.20
e = afv], si y solo si, e; E I(a)[v'].

3. Para o = Ajay con a; € §y (L7(T)) v i € j < k. Usando
la hipétesis de induccién invocadas en los item anteriores

e | a;v], si y solo si, er = I(a;)[v'],
para i € j. Como 7 es arbitrario, por definicién 3.8,
e = Ajaj[v], siy solo si, er = AjI(a;) V],
lo que equivale, puesta la definicién 3.20,
e = afv], si y solo si, e = I(a)[v'].

Ya habiendo demostrado lo propuesto, prosigamos. Supongamos que
e = «, en tal caso tenemos que para cualquier v, e = afv]. Por el lema
3.21 item 2 podemos tomar v de modo que (v(x),0) = v’ o i’ (z), con
x € Varf, para v’ una asignacion de variable v” arbitraria. Por lo tan-
to, por lo demostrado, e; = I(«)[v'], es decir, dado que v’ es arbitraria,
e1 = I(a)[v'].

Por otro lado, si para cualquier asignaciéon de variable v’ en e tenemos
er | I(«)[v’], entonces, por lema 3.21 item 1, para cualquier v asigna-
cién de variable en e, puedo escoger v’ de modo que (v(x),0) = v'0il (),
con x € Varf'. Por lo tanto, por lo demostrado tenemos e = a[v]. Como
v es cualquiera e = «. Por lo tanto, y en un gran esfuerzo de sintesis,
I es una transicion de argumento (g, k, (m, 1)). O
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Lo importante de este teorema es que nos muestra una manera de
reducir estructuras usuales de un solo individuo, pero de orden arbitra-
rio, a estructuras de orden 1, con la salvedad de tener varios individuos.

Antes de continuar quisiera mencionar que 7' es numerable, dado
que G ({i}) es numerable®® para todo 1 < I < w, luego como la unién
numerable de numerables es numerables entonces T' es numerable, del
mismo Ip también lo es. El préximo corolario asume tal hecho.

Corolario 3.23. Sea L7 (), de modo que #I < w, un lenguaje ca-
nonico para . Luego existe una transicion de p en ((pa)1)a, de argu-
mento (g, k,(m,1)).

Demostracion. Usando U olold, funcion desde L1 (T') a L-(((TUA,)1U
L4 )UA(uL) ), tenemos lo querido. Esto es debido a los teoremas 3.19 y
3.22, el hecho de que la composicién de transiciones es una transicion,
vy que I7 es numerable. O

Los teoremas 3.22 y corolario 3.23 corresponden a nuestra ver-
si6n de reduccién a orden 1, mostrada en el trabajo Definability and
Invariance[1]. Para una estructura usual de Newton da Costa, que en
nuestro caso corresponde a la estructura simple e, solo basta usar I olf,
para obtener una reducciéon correcta a lenguajes de primer orden.

Por cierto si alguien quiere saber mas sobre el caso #I > w ver [7],
en especifico desde 2.25 hasta 2.33.
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