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Resumo: No presente trabalho discutiremos a tese segundo a qual provas com diagramas
sdo heterogéneas, i. e., envolvem casos de raciocinio visual. Em uma primeira secio,
examinaremos o uso informal de diagramas de ["enz em provas conjuntistas, procurando
determinar em que sentido provas com diagramas seriam heterogéneas. Tais provas su-
postamente envolveriam raciocinio visual no sentido em que a validade das inferéncias
dependeria de caracteristicas visualizaveis dos diagramas e ndo de regras de derivacio. Em
uma segunda se¢io, investigaremos quais seriam os aspectos relevantes para a validade das
inferéncias diagramaticas. A seguir, na terceira se¢do, argumentaremos que a concep¢io de
provas diagramaticas como envolvendo essencialmente um elemento visual apresenta
sérios problemas.

Palavras chave: Visualizagio. Diagramas de 17enn. Inferéncia visual. Restricio operacional.
Prova.

DIAGRAMS AND VISUALIZATION

Abstract: In the present paper, we will question the thesis according to which proofs with
diagrams are heterogeneous, i.e. involve cases of visual reasoning. In the first section, we
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446 SERGIO RICARDO SCHULTZ

will examine the informal use of IVenn’s diagrams in set-theoretical proofs attempting do
determine in which sense proofs with diagrams could be heterogeneous. According to our
explanation, such proofs would supposedly involve visual reasoning in the sense that the
validity of inferences would depend on visual characteristics of the diagrams and not on
derivation rules. In a second section, we will investigate which aspects would be relevant
for the validity of diagrammatic inferences. In the third section, we will argue that the
conception of diagrammatic proofs involving essentially a visual element implies serious
problems.

Keywords: Visualization. ["enn’s diagrams. Visual reasoning. Operational constraint. Proof.

Nas ultimas décadas as provas com diagramas, tradicionalmente
vistas com suspeicio, passaram a ter sua legitimidade reavaliada e defen-
dida. Embora os diagramas sejam concebidos por seus defensores como
signos, provas com diagramas seriam casos de inferéncias heterogéneas.
Em outras palavras, tais provas envolveriam nio sé6 manipulacio de sig-
nos como também raciocinios baseados na visualizagao dos diagramas e,
deste modo, distinguir-se-iam de provas sentenciais e procedimentos de
calculo como, por exemplo, as tabelas de verdade.! Neste trabalho discu-
tiremos esta tese, recusando o papel atribuido a visualizacdo em provas
com diagramas.

Em uma primeira se¢io analisaremos um exemplo de prova dia-
gramatica informal procurando esclarecer em que sentido provas deste
tipo seriam heterogéneas. Como veremos, provas diagramaticas seriam
heterogéneas por envolverem a associacdo entre a validade das inferén-
cias e caracterfsticas visualizaveis dos diagramas. Em uma segunda secdo
examinaremos quais aspectos supostamente visualizaveis garantitiam a
validade das inferéncias. Tais aspectos seriam as restricbes obedecidas
pelos diagramas na medida em que estes sdo objetos visualizaveis. A
seguir, na terceira segdo, argumentaremos que esta concepgao apresenta

! Nos referimos aqui, principalmente, a Barwise e Etchemendy (1991) e
(1996), Barwise e Hammer (1996), Barwise e Shimojima (1995), Hammer
(2002), Lemon e Shin (2003), Shin (1996), Shimojima (1996).
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uma série de problemas. Por fim, concluiremos que provas com diagra-
mas nio envolvem e nem podem envolver a visualizacdo dos signos de
um modo substancial.

Restringir-nos-emos, aqui, a provas diagramaticas informais e as
abordaremos enquanto argumentos com 0s quais provamos coisas para
nés mesmos e para os outros. Ou seja, ndo entrardo em questao as pro-
vas enquanto estruturas matematicas, assim consideradas em teoria da
prova.? A razio para isto esta em que a formalizagdo de uma prova e sua
concepgao em termos de uma estrutura matematica envolvem a formula-
¢io de regras que déem conta de todos os passos da prova. Em outras
palavras, em uma prova formal, seja ela diagramatica ou ndo, todos os
passos sao justificados por regras e, portanto, trivialmente, nao envolvem
visualizacao em um sentido substancial do termo.? Além disso, nos res-
tringiremos a consideracdo de exemplos de provas com diagramas de
Venn. Embora as provas geométricas euclidianas sejam, junto com dia-
gramas de enn exemplos paradigmaticos de provas diagramaticas, tais
provas envolvem uma série de complicagdes que tornam seu tratamento
adequado inviavel no espago deste artigo*.

1. Diagramas sio usualmente concebidos como signos que repre-
sentam nog¢des ou estruturas por meio de relagdes de homomortismo.
Deste modo, que um circulo .4 com um ‘x’ marcado em seu interior
represente a pertinéncia de x a um conjunto 4 é algo tio visualizavel
quanto o fato que a expressio “x € A" represente aquela relagio. Em

2 Sobre a distingdao entre provas idealizadas (concebidas como estruturas
matematicas) e provas como aquilo que usamos para provar coisas (provings),
cf. Chateaubriand (2005, cap. 20).

3 O ponto é que uma visualizacio sujeita a regras nio setia visualiza¢io. Pa-
ra exemplos de sistemas formais diagramaticos, cf. Hammer (2002) e os artigos
contidos na parte B de Allwein e Barwise (1996).

4 Para um tratamento detalhado de provas euclidianas, remetemos o leitor a
Manders (1995) e (2008).
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ambos os casos temos um objeto visualizavel — uma inscricio — que, sob
certa interpretagdo, possul tal significado, representa tal conceito ou estd por
algo. Dada outra interpretacdo, aquele mesmo diagrama pode represen-
tar, por exemplo, que 4 é o conjunto unitario de x.

Diagramas, como os diagramas de [ens, nio sio instancias visua-
lizaveis de conceitos, como, por exemplo, poderfamos pensar dos dia-
gramas geométricos. Ainda assim, na literatura sobre o tema antes referi-
da, defende-se que provas diagramaticas de enunciados légicos e mate-
maticos envolvem essencialmente a visualizacdo dos diagramas. De que
modo, porém, a visualizagdo estaria envolvida nas provas? A fim de res-
ponder esta questdo, consideremos o seguinte exemplo®: queremos pro-
var “(Cc BABN A=) > Cn A= " Para tanto, representamos
o antecedente desenhando trés circulos parcialmente sobrepostos 4, B e
C, sombreando o complemento de C com relagio a B e sombreando a
intersec¢ao dos circulos A4 e B. Obtemos, assim, o seguinte diagrama:

A partir da observagdo de que a intersec¢ao dos circulos Ce .4 esta som-
breada, entio, extraimos do diagrama a verdade do conseqiente —
“Cn.A=” -, concluindo assim a demonstracio.

5 O exemplo, assim como a descri¢do do diagrama como resultando da a-
plicagio de um conjunto de operagoes, ¢ adaptado de Shimojima (1996, pp.
29-30). No exemplo original, trata-se de um silogismo.
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A construcio do diagrama acima pode ser pensada como resul-
tando da aplicacio das seguintes regras ou operagoes de desenho:

(1) Desenhe trés circulos parcialmente sobrepostos A4, B e C de

modo que exista uma Unica area comum a4 e B, Be C,a A
e CeaA Be C e que cada circulo possua uma regido que
nao é comum a nenhum outro;

(@2) Sombreie o complemento de C com relacdo a B; e

(w5) Sombreie a interseccao de B e A.

Ao desenhar o diagrama segundo aquelas regras — que nos forne-
cem o diagrama correspondente a “C < B A BN A = & — desenhamos
um diagrama que apresenta a seguinte caracterfstica:

(07) a intersecgdo (a drea comum) de C e A4 estd sombreada, o que

pode ser lido como “CN.A = .
Assim, temos uma inferéncia do conseqliente a partir do antecedente, o
que prova o condicional.

Uma diferenca fundamental entre provas diagramaticas como a
realizada acima e as correspondentes provas sentenciais esti, como afir-
ma Seoane, no fato dos termos logicos desempenharem, de um ponto de
vista inferencial, um papel fundamental nas primeiras e bastante reduzi-
do, sendo nulo, nas ultimas®. Desse modo, na prova diagramatica acima
bastou desenhar o diagrama cotrespondente a “CC BABN.A =" e
entdo obter ‘de graca’ o conseqiente. Por outro lado, em uma prova
sentencial do mesmo resultado, terfamos que fazer uso de uma série de
regras de inferéncia logica ou nos apoiar em nossa compreensio do signi-
ficado dos termos légicos para realizar as inferéncias.

Além disso, afirma Shimojima (1996), as regras (@) — (@;) ndo pa-
recem ter por conseqiiéncia légica que a interseccdo de A e C deva ser
sombreada. Que ndo possamos desenhar diagramas pelas regras (@) —

¢ Cf. Seoane (2006). O exemplo usado acima foi adaptado para o caso con-
juntistas para salientar o contraste entre provas diagramaticas e sentenciais em
termos do papel desempenhado pelas regras de inferéncia légica e do significa-
do dos termos logicos.
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(w5) que nao apresentam a propriedade (07) seria uma restri¢do sobre os
diagramas devida fundamentalmente ao fato deles serem objetos visuali-
zaveis”. Como tal, estas caracteristicas ou testricdes seriam também vi-
sualizaveis e substituiriam, em provas diagramaticas, as regras de inferén-
cia logica usadas nas provas sentenciais. Assim, se certa relagio entre os
diagramas deve ser desenhada, entdo a relagdo correspondente pode ser
inferida como logicamente valida®.

Segundo esta concepe¢ao, a deducio diagramatica de “C M A =
& a partir de “C < B A BN A = &” poderia ser descrita do seguinte
modo. Em primeiro lugar, desenhamos, segundo as regras, o diagrama
correspondente a “C < B A BN A = 7. A seguit, visualizamos o diagra-
ma e percebemos que a intersecgdo entre A e C estd (e deve estar) som-
breada — i.e., que dele podemos ler “C M A = &”. Por fim, associamos a
visualizacio deste fato com a validade da inferéncia de “C N A = & a
pattit de “C < B A BN A = &” com base na qual concluimos pela vet-
dade do condicional correspondente®.

Provas com diagramas, assim, se distinguiriam também de proce-
dimentos de cilculo como as tabelas de verdade e os procedimentos

7 Cf. Shimojima (1996, pp. 43-44). Devemos ressaltar que Shimojima con-
sidera apenas exemplos de provas com diagramas de [7enn e diagramas de
Euler. No entanto, neste artigo pretende-se fornecer, a partir destas concep-
¢oes, uma definicao geral de free rides, 1. e., de casos nos quais obtemos informa-
¢oes ‘de graga’ a partir de um diagrama. Sobre isto veja também Barwise e
Shimojima (1995).

8 Cf. Shin e Lemon (2003, se¢ao 3)

% Segundo Barwise e Etchemendy (1991, pp. 9-10), o que faz com que esta
suposta prova seja, de fato, uma prova ¢ a existéncia de um homomorfismo
entre as operacdes de desenho dos diagramas e as operacdes conjuntistas.
Como conseqiiéncia deste homomorfismo, que o diagrama construido pelas
regras (1) — (®3) possua a caracteristica (G,) significa que a sentenga represen-
tada por um diagrama desenhado segundo aquelas regras implica a sentenga
que podemos ler de um diagrama com a caracteristica em questdo (cf. Barwise
e Etchemendy 1991, p.23).
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comuns de soma, subtragdo, multiplicacéo e divisao. Nestes procedimen-
tos, apenas manipulamos signos de acordo com regras e entio lemos o
resultado. A visualizagio estd envolvida somente no sentido trivial no
qual para ler os signos precisamos visualiza-los. Por outro lado, uma
prova diagramatica seria analoga, por exemplo, a inferéncia na qual par-
timos da informagao de que Anna é a mulher que esta na sala conversan-
do com um homem com barba e da visualizagio de que os dois unicos
homens com barba na sala estio conversando com a mesma mulher e
concluimos, entdo, que aquela mulher é Anna. Comentando esta inferén-
cia, Barwise ¢ Etchemendy afirmam:

[..] a caracteristica crucial deste exemplo é que a conclusio associa um
nome com uma pessoa de um modo que transcende cada dominio indi-
vidualmente, tanto o linglifstico quanto o visual. Devido a isto, o racioci-
nio ndo pode ser modelado de forma precisa por deducoes em uma lin-
guagem formal padrido. O analogo sentencial mais préximo a esta conclu-
sdo poderia associat um nome com alguma descri¢do (“Anna é a mulher
que...”) antes que com a prépria Anna. Alternativamente, poderfamos
empregar algum elemento déitico, demonstrativo ou indexical (“aquela
mulher ¢ Anna”), mas de fato nio ¢ uma sentenga isolada que constitui a
conclusao de nosso raciocinio. Somente quando interpretamos o de-
monstrativo como se referindo a Anna que capturamos o verdadeiro
conteudo de nossa conclusio. (Barwise e Etchemendy 1991, p. 6)

De acordo com esta citagdo, o que torna a inferéncia heterogénea
¢ o fato de a conclusido consistit N30 em uma sentenca, mas sim na asso-
ciacdo de um objeto visualizado com o signo “Anna”. De modo similar,
0 que tornaria a prova diagramatica heterogénea seria o fato de ela envol-
ver essencialmente a associagdo de um aspecto visualizado do diagrama
com a validade da inferéncia.

2. Embora provas com diagramas, segundo a concep¢iao acima,
sejam analogas a argumentos como aquele acerca de Anna, existem dois
aspectos nos quais elas diferem. O primeiro diz respeito a que, na infe-
réncia sobre Anna, a situagdo ou aspecto visualizado ¢é a propria Anna.
No caso da prova diagramatica € a visualizacdo dos diagramas que repre-
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sentam conjuntos que estaria em jogo e nao a visualizagdo dos préprios
conjuntos. Além disso, e mais importante, o carater visual do exemplo de
Anna diria respeito ao conteido da conclusdo consistit na associagio
entre um objeto visualizado e um signo; enquanto que em uma prova de
resultados 16gicos ou conjuntistas usando diagramas de enn, por sua
vez, a visualizacdo de um determinado aspecto do diagrama seria associa-
da com a prépria validade da inferéncia.

Em outras palavras, se quiséssemos alterar a inferéncia sobre Anna
de modo a eliminar a necessidade de visualiza¢do, poderfamos alterar a
conclusio de tal maneira que cla consistisse na sentencga “aquela mulher ¢
Anna”, como sugerido na citagdo acima. Para eliminar a suposta necessi-
dade de visualizagdo na prova com diagramas, por outro lado, seria ne-
cessario introduzir uma regra de inferéncia que nos permitisse passar do
diagrama que corresponde a um enunciado para o diagrama que corres-
ponde ao outro'?. Assim, somente eliminatfamos a suposta visualizagio
em provas diagramaticas na medida em que a substituissemos por regras
que garantissem a validade das inferéncias. Desse modo, podemos con-
cluir que terfamos raciocinio visual em provas diagramaticas uma vez que
a validade da inferéncia dependeria de aspectos visualizaveis dos diagra-
mas.

Ora, podemos nos perguntar sobre quais aspectos supostamente
visuais sdo estes que se associam com a validade/invalidade das inferén-
cias diagramaticas. Na literatura!! tais aspectos sio identificados como
sendo as restri¢des que governam os diagramas. Assim, lemos:

10" Com a introducio de tal regra, a prova resultante consistiria, de modo
similar a uma prova sentencial formal, na aplicagdo de regras de construcio e
transformacao de signos e a visualizagdo estaria envolvida apenas pelo fato dos
diagramas, por serem signos escritos, terem que ser visualizados para serem
lidos.

11 Por exemplo, em Barwise e Etchemendy (1991), Barwise e Shimojima
(1996) e em Shimojima (1996).
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Diagramas sio situagGes fisicas. E eles devem ser assim, na medida em
que possamos enxerga-los. Como tais, eles obedecem a seu préprio con-
junto de restri¢Ses. [...] Ao escolher um sistema representacional apropri-
adamente, de modo que as restricdes sobre os diagramas tenham um
bom encaixe com as testri¢des sobre a situacio descrita, o diagrama pode
gerar uma grande quantia de informagdo que o usudrio nunca precisara
inferir. Antes, ele pode simplesmente extrair [read off] fatos do diagrama
na medida em que for necessario. (Barwise ¢ Etchemendy 1991, p. 23).

No mesmo texto encontramos também a seguinte passagem rela-
cionando inferéncias visuais, como as que realizatfamos com diagramas, e
restricoes:

[...] o sistema perceptual é um sistema extremamente poderoso e realiza
uma boa parte do que chamarfamos de inferéncia e que, de fato, tem sido
chamada de inferéncia perceptual. Isto ndo é surpreendente, dado o fato
de situagGes visuais satisfazerem sua propria familia de restrigoes. [...] E
assim nao ¢ surpreendente que usamos os instrumentos providos por es-
te sistema no raciocinio. (Barwise e Etchemendy 1991, p. 25).

A nocio de restricio sobre diagramas usada por Barwise e Etche-
mendy é desenvolvida por Shimojima (1996) em termos de restricGes
operacionais, 1. ¢., restricdes para o efeito de que as operagGes pelas quais
desenhamos o diagrama s3o tais que ele ndo pode deixar de ter certas
caracteristicas. Consideremos novamente o exemplo de prova diagrama-
tica dada na se¢do 1. Nela, como ja vimos na primeira se¢do, desenhamos
trés circulos parcialmente sobrepostos A, B e C, sombreamos o comple-
mento de C com relagdo a B e a area comum a A e B, de acordo com as
regras (@;) — (ws). Como resultado da realizacdo destas operagoes, obte-
mos um diagrama que apresenta a caracteristica (07), a saber, um diagra-
ma no qual a intersecgdo de A4 e C também esta sombreada. (07) nio é
uma caracterfstica acidental do diagrama, em outras palavras, ele é gover-
nado por uma restricdo operacional pela qual, na medida em que é dese-
nhado segundo aquelas regras, deve apresentar a caracteristica. No entan-
to, Shimojima (1996) argumenta que (07) ndo é conseqiiéncia légica de
(1) — (w3) pois:
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Existem algumas circunstancias excepcionais na quais ela nao vale. Pense
nos diagramas desenhados com uma caneta de brinquedo cuja tinta “ma-
gica” desaparece poucos segundos apés ser posta no papel ou imagine
desenhar os diagramas em um computador que automaticamente distot-
ce, move e, algumas vezes, apaga o que fora desenhado. Nestas circuns-
tancias, mesmo que todas as operagoes descritas acima sejam executadas,
nao ha garantia de que a intersecgdo do circulo com o nome “A4” e o cit-
culo com o nome “C” fique sombreada. Todavia, a restricio operacional
de @; ° @, ° w;para ouf(0y) é plenamente confidvel — confidvel o suficien-
te para o método de operacio Ienn depender dela no cenario 1 [a prova
do diagrama 1 acima]. (Shimojima 1996, pp. 44-45. Os acréscimos sio
meus).

Restri¢oes operacionais nao diriam respeito, desse modo, as con-
sequéncias légicas das operacGes ou regras de desenho, mas sim aos dia-
gramas enquanto objetos visualizaveis. Assim, Shimojima segue afirman-

do:

Mesmo se impedissemos que as circunstincias problematicas acima ocor-
ressem e assumissemos que tudo é preservado até o fim da derivagio, a
restricio de @y © @, ° w; para ouf(0y) ainda ndo é uma necessidade logica.
A restri¢do vale devido a seguinte restrigio geométrica (ou topoldgica)
sobre os diagramas: se tanto o complemento do citculo B com respeito a
C quanto a intersec¢io dos circulos B e A entdo sombreadas em um dia-
grama normal, a interseccio dos circulos C e A neste diagrama também
esta sombreada. Este ¢ um caso no qual uma restri¢io local [ndo lgica]
sobre diagramas ¢ refletida em uma restri¢ao local [ndo légica] sobre ope-
ragdes [...]. (Shimojima 1996, p. 45. Os acréscimos sio meus)

De acordo com a concepgio acima, restriges operacionais seriam
as contrapartes, nas regras de desenho, de restricoes geométricas ou to-
polégicas dos diagramas!2. Shimojima propde que entendamos as no¢oes
légica e extra-logica (ou local) de restricdo em termos de conseqiiéncia
légica e conseqiiéncia extra-logical? e as define, em termos de semantica
das situacoes.

12 Tais restrigbes, por serem restricdes nao légicas, admitiriam contra-
exemplos. Sobre isto, cf. Barwise e Shimojima (1995, pp. 11-12).
13 Cf. Shimojima (1996, p. 42).
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A idéia basica da semantica de situagdes, aplicada ao caso de re-
presentagdes diagramaticas, é que um diagrama é uma situacdo fisica
visualizavel que expressa ou codifica um zfon que vale ou ndo na situagao
representada pelo diagrama. Situagdes sdo partes da realidade, nfons ou
estados de coisas sdo entendidos, grosso modo, como fatos possiveis!#
que classificam situagdes entre aquelas nas quais ele vale e aquelas nas
quais ele nio vale. Se um estado de coisas vale em uma situagdo, dizemos
que esta situagdo suporta ou verifica o estado de coisas e, portanto, que
este classifica a situacdo. Por exemplo, um diagrama de [enn composto
por um circulo .4 com um x inscrito em seu interior expressa o #fon ou
estado de coisas composto pelo elemento x, o conjunto 4 e pela relacdo
de pertinéncia a um conjunto, e este estado de coisas classifica as situa-
¢bes entre aquelas que o suportam — 1. e, nas quais x € 4 — e aquelas que
nio o suportam — x & .A4.13

Dado isto, Shimojima propde a seguinte definicdo de restricio em
termos das relacOes entre estados de coisas e situagSes. Seja S74(7) um
conjunto de situagdes que exaure todas as situagbes logicamente possi-
veis, T, um subconjunto de Si( 7)), Soa(T) um conjunto de estados de
coisas que podem possivelmente classificar as situa¢oes em S#(T) . Defi-
ne-se uma relacio de restricao extra-logica |=n da seguinte maneira: para
todo ®, ® subconjuntos de Soa(7T) , O |=Te ©’, se e somente se, para cada
situacdo ¢ em T, se 7 suporta cada estado de coisas em @, entdo 7 supotta
ao menos um estado de coisas em @16

No caso no qual T, = §i#(T) —1i. e., T, é o conjunto de situacGes
logicamente possiveis — temos a nocio de restricao légica, se T, é o sub-
conjunto préprio de Si(T), temos uma nogio de restricdo extra-logica.
A identificagdo entre a nogdo de restricio e conseqiiéncia somente é
possivel se o subconjunto ®’ é entendido em termos da disjun¢do de seus

14 Cf. Barwise (1989, p. xv).

15 Para uma exposicio da semantica de situagoes, cf. Barwise (1989).

16 Cf. Shimojima (1996, pp. 42-44) e Barwise e Shimojima (1995, pp. 10-
12).
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elementos. Portanto, uma restricdo sobre a aparéncia dos diagramas é
algo que determina, por exemplo, que se um diagrama consiste de duas
linhas retas entdo, necessariamente, o# ele possui a aparéncia de duas retas
paralelas o de duas retas perpendiculares ox de duas retas que se cruzam
em um ponto mas que nio sio perpendiculares.

Restri¢oes geométricas determinariam, ainda que nido univocamente,
a aparéncia dos diagramas e, neste sentido, restringiriam sua aparéncia.
Assim, elas teriam a forma “se p entdo, necessariamente, ¢; ou ... ou ¢, €,
por isto, poderiam ser entendidas em temos da relacio de conseqiiéncia.
Que um diagrama (ou situagdo diagramatica) seja governado por uma
restricdo, entdo, pode ser entendido como significando que o diagrama
suporta p e, consequentemente, sua aparéncia ¢ restrita de tal modo que
ou ele suporta ¢; ou ele suporta g2 ou ... ou ele suporta g, Da mesma
maneira, as situagoes representadas pelos diagramas também obedecem a
seu conjunto de restricoes, em particular, obedecem a restricdes logicas.

Quando uma convengio semantica ¢ um método de operagao —
Nno nosso caso, as regras de desenho de diagramas — sio formuladas de
modo a capturar a relacio de conseqiiéncia légica entre os enunciados
representados pelos diagramas, a nogao de conseqiiéncia ou restricio
extra-logica que governa os diagramas e a de restri¢ao logica que governa
as situacoes representadas coincidem. Em outras palavras, temos entdo
um homomorfismo entre conseqiiéncia extra-légica — no caso de dia-
gramas de [enn, conseqiiéncia geométrica — e conseqiiéncia légica. Deste
modo, podemos realizar inferéncias envolvendo os enunciados represen-
tados com base nas restricoes extra-logicas que governam os diagramas.
De acordo com Shimojima, é isto que ocorre com os diagramas de [enn
e que torna as provas por meio daqueles diagramas legitimas!”.

3. Embora a elucidagdo de provas com diagramas em termos de
restricbes sobre sua aparéncia nos parega correta, a tese de que provas

17 Cf. Shimojima (1996, p. 42).
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com diagramas envolvem substancialmente a visualizacio dos mesmos
apresenta, acreditamos, uma série de problemas. Em primeiro lugar, o
argumento que pretende mostrar que a restricio operacional envolvida na
provade “(Cc BABN A=Y) > CN A= nio pode ser entendi-
da em termos de conseqiiéncia légica é — acreditamos — falacioso. Os
supostos contra-exemplos a que restricGes digam respeito a relagdo de
conseqiiéncia envolvem agdes que ocorrem ao longo do tempo: a caneta
cuja tinta ‘magica’ se apaga apds alguns segundos e o computador que move,
distorce ou apaga aquilo que desenhamos. Eles sao de fato contra-exemplos
somente se assumimos, de antemao, que a restricdo operacional diz res-
peito a uma relagdo temporal entre as regras e o fato do diagrama apre-
sentar certas propriedades. Temos, neste caso, uma peticao de principio,
pois pressupomos justamente que a testricdo ndo diz respeito as conse-
qiiéncias logicas das regras de desenho.

Além disto, obviamente, nés nao podemos concluir pela validade
de uma restricio (ou lei) geométrica com base na apatréncia de objetos
fisicos. Na medida em que restri¢coes determinam (ou restringem) a apa-
réncia dos diagramas, é a aparéncia dos diagramas que é avaliada com
base nas restri¢oes, € nio o inverso. Assim, nés podemos sabet, por visu-
alizagdo, que um diagrama apresenta as caracteristicas (o), (03) ¢ (07)
abaixo:

(o) os circulos A, B e C estdo sobrepostos de tal modo que exista
uma unica area comum somente a A e B, Be C,aAe Ce
uma unica area comum aos trés circulos A4, B e C e que cada
um possua uma unica regiao que nao é comum a nenhum ou-
tro;

(03) o complemento de C com relacdo a B e a interseccdo de B e A4
estao sombreadas; e

(0y) aintersec¢io de C'e A esta sombreada.

Porém, nés nao podemos, com base nisto, concluir que se o diagrama
instancia (o) e (03) entdo, necessatiamente, ele instancia (7). A nog¢ao de
necessidade envolvida em leis e restricbes geométricas é necessidade de
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dicto e ndo necessidade e 72, e 0 mesmo vale para as instancias de leis
geométricas. Por exemplo, enquanto que ¢ verdade que, contingentemen-
te, 1.1 instancia as propriedades (o) e (03), ¢ falso que ele, necessaria-
mente, instancia (0y). Antes, se ¢ verdade que, contingentemente, 1.1 instan-
cia as propriedades (02) e (03), entio necessariamente ¢ verdade que ele, contin-
gentemente, instancia (7).

Em que sentido, entdo, poderfamos afirmar que provas com dia-
gramas sdo visuais na medida em que recorrem a restri¢oes (leis) geomé-
tricas que, como vimos na se¢io anterior, possuem a forma “se p entdo,
necessariamente, ¢’? Talvez a razdo por tras desta afirmagio esteja no
fato de que sabemos, por visualizacio, que o objeto fisico 3.1 abaixo apre-

senta as caracteristicas (oz) e (03):

S,

!
b2

&
2
!

45
(e
it

o

%

!

!
b2

e
P
i
R
R
et
s

o~
e
o
iyt
it

ch!

ik
e

Iy
ket
s

o

I,
B

ks
o

ks

T
S

E

&

%

H

s

i
(it
i
EEE
i
Fets
LA
[riiciin
e
23
23
£
23
&

Fig. 3.1

Uma vez que sabemos disto, dada a lei geométrica pela qual se (o2) e (03)
entdo, necessariamente, (0y), concluimos que nio ¢ possivel que aquele
objeto nio instancie (07). Nés nao visualizamos a restricdo, mas, na me-
dida em que visualizamos que 3.1 instancia (02) e (03), n0s visualizamos
que ele obedece a restrigdao e associarfamos este fato visualizado a validade
da inferéncia.

Parece estar envolvida aqui uma confusdo entre o uso de uma
premissa que junto com outras informagdes ou fatos visualizaveis nos

permite extrair certas conclusdes e o uso de uma regra que pressupde que
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identifiquemos os casos nos quais podemos aplica-la. Do fato do diagra-
ma ndo obedecer aquela restri¢do, por ndo apresentar as caracteristicas
(02) e (03), se segue que fizemos um mau uso daquela lei geométrica. E
da suposicio da falsidade de “(02) e (03) entdo, necessariamente, (07)”
nao se segue que o argumento que utilizamos para provar “(C< B A BN
A=) > Cn.A=D” éincorreto, mas sim que ele ¢ invalido.

Se as leis geométricas desempenhassem o papel de premissas na
prova, da suposicio de sua falsidade decorreria apenas que o argumento ¢é
incorreto, e nio que ele é invalido. Porém, no primeiro caso acima, temos
uma situacdo na qual utilizamos incorretamente a restricio geométrica.
Cometerfamos um erro similar ao supor “C < B A BN A = &7, detivar
da suposi¢io o enunciado “C N A = &” e entdo aplicar da regra de in-
troducio do condicional para obtet “BC CABN A=) > CNn A=
&”. No ptimeiro caso, aquele no qual supomos a falsidade da lei geomé-
trica, temos uma falicia de apelo ao acidente: seria acidental que o dia-
grama que instancia (0p) e (03) também instancie (07). Em ambos os
casos nao terfamos argumentos incorretos — com uma (ou mais) premis-
sas falsas — mas sim argumentos falaciosos.

O segundo caso pode ser ilustrado pelo seguinte exemplo. Supo-
nhamos que um aluno represente “x € .4 U B” desenhando o diagrama
3.2 abaixo e entio conclua “x € AU B’ > x e A™

Fig. 3.2

O erro aqui pode ser descrito, de acordo com a analise em termos
de restri¢bes visualizaveis, como consistindo em tomar o diagrama como
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sendo governado por uma restri¢do de acordo com a qual se x esta inscti-
to na area ou de A ou de B entdo x esta inscrito na area de A. O aluno,
ao cometer este erro, ndo demonstra desconhecer geometria, mas sim
demonstra ndo dominar ainda o procedimento de prova com diagramas
de Venn. A situagio é comparavel aquela na qual infere-se “p” a partir de
G > Ag.

As leis geométricas desempenhariam nas provas diagramaticas um
papel similar ao desempenhado pelas leis l6gicas em provas sentenciais, a
saber, o de regras de inferéncia'®. Dado isto, o fato visualizavel de que o
diagrama instancia (o) e (03) ndo seria uma premissa da prova, mas sim
apenas serviria para julgar se o uso da lei (restricio) geométrica foi corre-
to ou nio. Em outras palavras, a visualizagdo apenas nos ditia se aquele é
um caso no qual é legitimo ou nao aplicar a regra de inferéncia diagrama-
tica expressa por “(0) e (03) entdo, necessariamente, (07)”.

E necessario, agora, distinguir dois sentidos nos quais podemos a-
firmar que uma prova envolve visualizagdio. Em um sentido substancial,
aquele no qual podemos falar que a inferéncia acerca de Anna envolve
visualizagdo, temos um objeto ou uma situacdo visualizavel ocorrendo
como premissa ou conclusio do argumento ou, ainda, como parte de
alguma premissa ou da conclusao. Em um sentido trivial, a visualizagao
nos permite checar se as regras de derivagdo foram usadas corretamente
ou, ainda, se os signos foram grafados de maneira corretal®. Este é um
sentido no qual podemos falar, por exemplo, que argumentos sentenciais
e procedimentos de calculo envolvem visualizacdo. Mas, como argumen-
tamos acima, este também ¢é o sentido no qual as provas diagramaticas

18 Nao pretendemos, aqui, defender que leis geométricas sdo regras, como
propde o segundo Wittgenstein, mas sim apenas que, no contexto de provas
com diagramas de Venn, tais leis desempenham o papel de regras. Sobre a concepgio
wittgensteiniana de proposi¢cGes matemadticas como regras, veja, por exemplo,
Wittgenstein (1974, pp. 319-320).

19 Esta distincao entre um sentido substancial e outro sentido trivial de vi-
sualizacio se encontra em Lassalle Casanave (2000).
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envolvem o fato visualizavel dos diagramas obedecerem (ou ndo) certas
restricoes, na medida em que estas atuam como regras de inferéncia.
Consequentemente, a diferenca entre provas diagramaticas e provas sen-
tenciais ndo estd no papel desempenhado pela visualizacio. Ambas en-
volvem a visualizacdo somente no sentido trivial e, neste sentido, estes
tipos de prova se distinguiriam fortemente de uma inferéncia heterogénea
como aquela acerca de Anna.

Além disto, mesmo que o fato visualizavel fosse uma premissa da
inferéncia, nés associarfamos este fato a obediéncia da restricio por meio
das regras que determinam quando uma restri¢io é obedecida ou nio por
um diagrama. Se restri¢des nao sio fatos observaveis, entdo a obediéncia
as restricoes também nao é um fato visualizavel, embora a obediéncia a
uma restricio possa set vetificada por visualizacdo. Nio terfamos, portan-
to, a associacio de um fato visualizavel a obediéncia de uma restricao,
mas sim a verificagao, por visualizacdo, da obediéncia a uma restri¢ao, o
que nos permitiria afirmar apenas que tais provas envolvem visualizacio
em um sentido trivial. Neste mesmo sentido, todo argumento puramente
sentencial que envolva premissas verificaveis por visualizacdo &, trivialmen-
te, visual. O problema diz respeito ndo apenas a que provas com diagra-
mas ndo envolvem substancialmente a visualizacio dos mesmos; mas
também ao fato de que, ndo importa como analisamos provas diagrama-
ticas, supondo-as legitimas, sua validade ou corre¢do nio pode depender
da visualiza¢io dos diagramas.

Devemos notar também que, se provas com diagramas envolves-
sem a associacdo de fatos visualizaveis acerca de objetos fisicos particula-
res com a validade de inferéncias, entio do fato de usarmos inscricdes —
objetos fisicos — diferentes se seguiria que temos provas diferentes. Deste
modo, a prova de “(Cc BABN A=) > CN A= que apresen-
tamos na primeira se¢do associaria a validade da inferéncia de “C N A =
&7 a partit de “C < B A BN A= ao fato empirico visualizavel de
que o objeto fisico 1.1 obedece a restricdo. Em uma prova deste mesmo
resultado utilizando o diagrama 3.1 acima nés associarfamos a validade da
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inferéncia ao fato empirico de que o objeto fisico 3.1 obedece aquela
mesma restricio. Em cada caso, associarfamos um fato empirico diferen-
te a validade da mesma inferéncia e, portanto, terfamos argumentos dife-
rentes que, por envolverem a visualizagao dos diagramas, poderiam ape-
nas fornecer evidéncias empiricas sobre a validade da inferéncia e a con-
seqiente verdade do teorema, o que é absurdo.

Embora nio estejam claras quais sio as condi¢ées de identidade
de provas, podemos afirmar que do fato de duas seqiiéncias de inscri¢Ges
(objetos fisicos) serem numericamente diferentes nio se segue que elas se
constituem em duas provas diferentes. Por exemplo, do fato de existirem
varias copias impressas da prova de incompletude de Godel ndo se segue
que existem varias provas de incompletude de Gédel. E 0 mesmo vale
para, por exemplo, provas com diagramas de [“enn ou para as provas
fornecidas por Euclides: duas copias de uma prova euclidiana nio se
constituem em duas provas daquela proposigio.

Os problemas que apontamos na se¢ao anterior parecem se origi-
nar de uma confusio entre um objeto visualizavel que, por ventura, apre-
senta tais e tais propriedades e uma inscri¢do (ou signo foken) que deve
apresentar estas propriedades para que tenha sido escrita (desenhada)
corretamente. Os diagramas que desenhamos no papel, porém, sio sig-
nos que representam conceitos ou enunciados, e nao meros objetos visu-
alizaveis e, além disto, sdo relevantes para a prova apenas na media em
que sdo signos. Como tal, os diagramas possuem sua aparéncia restringi-
da por regras de grafia e as unicas propriedades visualizaveis relevantes
destes signos sdo aquelas determinadas pelas regras de grafia ou desenho
dos diagramas. Em outras palavras, as Gnicas propriedades das inscri¢oes
que podemos usat nas provas de, por exemplo, “(C < B A BN A = &)
— CN A= sdo aquelas que, ex nstitutione, sio possuidas pot fodas as

inscri¢oes que sao diagramas de Venn que representam aquele enunciado.
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Esta posi¢do guarda muitas semelhancas com as idéias de Wittgenstein,
que defende que o papel de um diagrama na prova geométrica — por
exemplo, o diagrama de um cubo — ¢é aquele de um signo e a seguir afir-
ma:

E ¢ um signo (que tem a identidade pripria de um signo) que consideramos ser
o cubo no qual as leis geométricas ja estdo contidas. (Elas ndo estio mais
contidas ali do que a disposi¢ao de ser usada de certa maneira esta conti-
da na pega de xadrez que ¢ o rei.) (Wittgenstein 1974, p. 57)

Uma vez que desfazemos as confusGes mencionadas acima, per-
cebemos que provas diagramaticas nao sao e nem podem ser visuais. Ou
melhor, elas somente poderiam envolver a visualizagdo dos diagramas no
sentido trivial no qual provas sentenciais envolvem a visualizacdo de
formulas escritas. Isto, porém, ndo significa afirmar que provas diagrama-
ticas sdo andlogas a provas sentenciais, mas sim que a diferenca entre
estes tipos de prova nao esta no papel desempenhado pela visualizagio.
Enquanto que a compreensio de uma prova sentencial envolveria a
compreensio de regras de inferéncia logica ou do significado dos termos
légicos, provas diagramaticas pareceriam envolver muito mais a compre-
ensdo das regras de grafia dos diagramas e aquilo que poderfamos chamar
de geometria ou topologia dos mesmos. Na medida em que as regras de
grafia dos diagramas e sua ‘topologia’ sio essenciais para a prova diagra-
matica, esta ndo pode, de fato, prescindir dos diagramas, no mesmo sen-
tido no qual, por exemplo, o procedimento comum de soma nio pode
prescindir da notagao posicional de base 10.
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