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Aprendizagem Operatoria de
Numeros Inteiros: Obstaculos
e Dificuldades™

Leny Rodrigues Martins Teixeira**

A concepedo de aprendizagem subja-
cente a andlise realizada neste traba-
lho tem como referéncia a proposta pia-
getiana de que a aprendizagem de con-
ceitos de natureza légico-matemética
deve ser entendida no sentido amplo
porque depende das coordenagdes de
agoes e como tal esté sujeita aos meca-
nismos de regulagéo ou equilibragéo do
desenvolvimento das nogdes operaté-
rias. Segundo Piaget (1975), a constru-
¢éo dos conceitos mateméticos se ba-
seia em um movimento permanente de
generalizacdo completiva e de abstra-
cdo reflexiva que garante ao mesmo
tempo a continuidade, bem como a no-
vidade responsével pelos progressos a
que se chega.

A abstracdo é reflexiva em um duplo
sentido (1977) porque envolve dois pro-
cessos: 0 “réfléchissement”, no sentido
de uma proje¢do sobre um nivel supe-
rior daquilo que é tomado do nivel pre-
cedente, e a “reflexdo”, no sentido de
que o que foi retirado do plano anterior
se reorganiza em uma nova totalidade
no nivel posterior (das representagdes
ou das formas). Na medida em que os
resultados da abstra¢do se tornam
conscientes, ou seja, quando a reflexio
se d4 ao nivel das representagdes ima-
géticas, a abstracdo se torna “refleti-
da”, instala-se o pensamento reflexivo,
pois se torna objeto de reflexdo aquilo
que em nivel anterior era um instru-
mento em forma de pensamento. Tra-

ta-se de um processo em espiral, como
diz Ramozzi (1984), onde o que foi cons-
truido em um nivel se projeta para o
nivel seguinte sob a forma de conteu-
dos ou observéveis, sobre os quais inci-
de uma nova forma e assim sucessiva-
mente, permitindo que as formas se-
jam cada vez mais ricas e mais impor-
tantes que os conteidos.

A generalizagéo completiva ou cons-
trutiva ocorre simultaneamente a abs-
tragdo reflexiva e consiste em gerar
novas organizagdes estruturais cuja
generalidade conduz a aumentos tanto
em extensdo (conjuntos de situagdes as
quais se aplica) quanto em compreen-
sdo (caracteristicas ou propriedades
comuns nas quais as generalizagdes se
baseiam). E preciso contrapor essa ge-
neralizagdo aquelas generalizagdes
mais simples que Piaget e Henriques
(1984) denominaram indutivas ou ex-
tensionais porque baseadas nos obser-
véveis. O que se generaliza nesse caso
é aquilo que se observa (conteido), ou
seja, transfere-se este contetido para
novos objetos, constituindo-se um qua-
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dro assimilador capaz de incorporar
novos contetidos, mas ndo de gera-los.
Ao contrério, a generalizagédo cons-
trutiva néo se limita a uma assimila-
¢do simples, mas envolve uma assimi-
lagdo reciproca de esquemas, antes he-
terogéneos e agora integrados em um
novosistema, oqueimplica em diferen-
ciagdes e reintegracgoes. Nesse caso a
descoberta das relagoes regulares nédo
é dada externamente, mas deduzida
internamente, e por isso construida.

A aprendizagem operatéria dos ni-
meros inteiros tendo como pressuposto
a compreensao do seu significado, su-
pde que o aluno domine paulatinamen-
te as propriedades que regem os intei-
ros como um sistema. A compreensao,
conforme o referencial da Psicologia
Genética, parte da periferia para o cen-
tro, ou seja, nos primérdios esta com-
preensdo é parcial porque se di nos
limites do fazer, para aos poucos ir
mergulhando nas leis do sistema, tor-
nando explicitas ou conscientes as pro-
priedades que o regem.

Toda aprendizagem, por outro lado,
tem um ponto de partida, que s&o os
esquemas de assimilag¢do, no caso,
aqueles que a crian¢a tem desenvolvi-
do para trabalhar com niimeros, restri-
tos, até o nivel de 5% série, aos naturais
e fracionérios. Ndo se pode desconhe-
cer, também, como o préprio Piaget
aponta (1975) que, a nivel espontaneo,
a crianga pode ter vivenciado situagdes
que tivessem requerido operagdes, que
configuram o uso de processos operaté-
rios inerentes ao sistema dos inteiros:
como a crianga que inverte rotagdes, ou
faz compensagdes entre perdas e ga-
nhos em jogos diversos.

De qualquer forma, a aprendizagem
dos nimeros inteiros supde, em tese, o
desenvolvimento de esquemas de assi-

milagdo, cuja natureza se baseia no
caréter operatério do nimero, no sen-
tido de que ele ndo representa um es-
tado, mas é resultado das coordenagdes
entre agdes consubstanciadas na idéia
de que uma quantidade qualquer ex-
pressa a operacao de acrescentar (n+1)
ou tirar (n-1), de tal sorte que o conjun-
to dos naturais é produto de uma fun-
¢do operatéria da adigdo das classes e
das diferencas ordenadas ou relagoes
assimétricas.

Os mecanismos cognitivos que per-
mitem, a nivel interno, esta sintese sdo
a abstragdo e a generalizagéo, pois o
nimero é uma colecdo de elementos
que se tornaram equivalentes (abstra-
¢do) por uma semelhanc¢a generaliza-
da,ao mesmo tempo em que se mantém
diferenciados, gracas a uma ordem vi-
cariante (abstraida) ou diferenca gene-
ralizada, expressa na idéia de anteces-
SOTr e SuCessor.

Ser capaz de operar com numeros
naturais supde ter construido ao longo
do tempo, nas trocas com o meio, regu-
lagdes l6gico-matemaéticas traduzidas
em formas de pensar, tais como concei-
tuar, fazer correspondéncias, classifi-
car, ordenar, compor, reverter, com-
pensar etc. A construgdo dos nimeros
naturais supde também dominar em
diferentes niveis de compreensdo —
desde os reconhecimentos parciais até
as tematizagdes — as leis que regem o
sistema de numeragéo do qual o nime-
ro é um elemento. Em outros termos,
significa reconhecer as propriedades
subjacentes as operagdes neste conjun-
to: fechamento, comutativa, associati-
va, elemento neutro para as operagoes
da adi¢do e multiplicacdo, sendo que
para esta ultima se aplica também a
distributiva.
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A construc¢io do conceito de niimero
inteiro, do ponto de vista matemético,
é uma ampliacdo dos naturais, sendo
desta perspectiva necessario demons-
trar que as leis do sistema de numera-
¢80 seguem sendo cumpridas. Entre-
tanto, se, do ponto de vista formal e
légico, esse raciocinio nos é apresenta-
do atualmente como coerente e organi-
zado, sabemos que na perspectiva his-
térica ou da evolugdo do pensamento
matematico, tal ampliagdo encontrou
muitas dificuldades e obstéculos.

Glaeser (1985) aponta que a constru-
¢ao formal dos nimeros inteiros levou
vérios séculos — ou seja, desde a Anti-
guidade, onde apareceram, até o século
XIX, quando Hankel se desvinculou da
preocupacéo de extrair do real exem-
plos para explicar os nimeros relativos
e propds uma explicagao formal para os
mesmos.

Nesse percurso o autoridentifica va-
rios obstaculos de natureza epistemo-
légica — ou seja, devidos as resistén-
cias de um saber mal adaptado, confor-
me definido por Bachelard (1973), e
tornado evidentes através do exame da
obra de mateméticos cl4ssicos no de-
senrolar da compreensio dos niimeros
relativos. Sdo seis os obstaculos apon-
tados por Glaeser: (1) inaptidao para
manipular quantidades isoladas; (2)
dificuldade em dar um sentido a quan-
tidades negativas isoladas; (3) dificul-
dade em unificar a reta numérica ma-
nifesta pela diferenciacdo qualitativa
entre quantidades positivas e negati-
vas, pela concep¢do da reta como mera
justaposicdo de duas semi-retas opos-
tas, ou ainda por desconsideragdo do
carater simultaneamente dindmico e
estatico dos nimeros; (4) ambigiiidade
dos dois zeros: zero absoluto e zero
como origem; (5) dificuldade de afas-

tar-se de um sentido “concreto” atribui-
do aos seres numéricos: fixagdo no es-
téagio das operagdes concretas por opo-
sicdo ao formal; (6) desejo de um mode-
lo unificador: utilizagdo de um modelo
aditivo para o campo multiplicativo, ao
qual néo se aplica.

Ao nivel do sujeito, o problema se
torna muito complicado, pois néo se tra-
ta simplesmente de entender as pro-
priedades, mas de aplica-las a um ou-
tro contexto — com novos significados
— 0 que supde uma reorganizacio do
conceito de nimero na medida em que
se incorporam a ele qualidades até
entdo desconhecidas ou néo-explicita-
das.

Do ponto de vista cognitivo, a com-
preensdo dos niimeros inteiros requer
algumas operagdes, &s quais se chega
como regulagdes construidas pela
crian¢a namedida em que tenta preen-
cher as lacunas ou resolver as contra-
di¢des que comparecem ao estender os
esquemas assimiladores dos nimeros
naturais a realidades as quais eles ndo
se aplicam. A perturbagfo se instala
quando a subtragdo (a - b) é aplicada a
casos em que b > @, gerando um resul-
tado até entdo inexistente e demons-
trando assim o caso tipico em que as
formas (operagdbes) geram um novo
conteido. Admitir a realidade deste
novo resultado implica reconhecer a
existéncia de uma nova classe de nu-
meros — os negativos.

Tomar consciéncia da existéncia de
nimeros que sejam negativos — com
base nos resultados dessas operacdes e
outras semelhantes — conduz por abs-
tragdo reflexiva a idéia de que eles sdo
menores do que os positivos, caracte-
ristica generalizavel a todos os niime-
ros negativos. A descoberta da existén-
cia donegativo, portanto, est4 necessa-
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riamente ligada & sua relagdo com os
positivos, e mergulhar nas proprieda-
des deste novo campo numeérico envol-
ve diferenciag¢des progressivas que vao
permitindo que novas integragoes en-
tre os dois campos surjam. Por um pro-
cesso de generalizagdo indutiva a
crianga vai tomando consciéncia de va-
riagdes extrinsecas impostas pelos di-
ferentes resultados a que chega nos
problemas que resolve, até a constru-
¢do do sistema dos nimeros inteiros,
como resultado de integracdo de todas
as suas propriedades, por um processo
de generalizagdo construtiva porque
baseada em dedugdes necessérias.
Assim, a compreensdo do que seja
um niimero negativo avang¢a paulati-
namente, por abstragdes e generaliza-
¢oes, na medida em que a crianca des-
cobre que se negativo é menor do que
positivo, hd um ponto de onde negativo
e positivo se originam. Isso leva, por
sua vez, a necessidade de nova amplia-
¢éo, porque nos naturais a assimilagéo
do zero foi feita com base no significado
de auséncia de quantidade. Agora, é
preciso ampliar este significado, ou
seja, diferencié-lo na concepgéo de zero
origem. Tido como tal, elimina-se o que
aparentemente, ao nivel dos observa-
veis, parecia uma oposi¢do por isola-
mento dos conjuntos positivo e negati-
vo, para integrd-los em um sistema
onde a oposi¢do entre estes nimeros
determina as regras do sistema. Ou
seja, a contradi¢éio representada pelo
resultado de uma subtragdoa - b onde
b > a no conjunto dos naturais, é resol-
vida pela integracdo da mesma em um
novo sistema mais abrangente, que in-
corpora a oposi¢do entre positivos e
negativos como uma qualidade. A inte-
gragdo dos negativos aos positivos re-
sulta no sistema dos inteiros, e en-

quanto tal passa a ter um novo signifi-
cado, porque nfdo representam mais,
como diz Skemp (1980), objetos conté-
veis, mas realidades reversiveis, ou
seja, os nimeros positivos e negativos
enquanto tais (valor absoluto) séo os
mesmos, mas o0 que os caracteriza como
inteiros é a posi¢do que ocupam em
relacdo ao ponto de origem, o que os
torna relativos.

A ordenagdo a que obedece o sistema
dos inteiros supde a integragdo de uma
ordem crescente entre os niimeros po-
sitivos e decrescente entre os negativos
a partir de um ponto de referéncia.
Esta ordenagéo representada em uma
reta numérica permite abstrair o inva-
riante de que os nimeros a direita au-
mentam e a esquerda diminuem, seja
qual for o ponto de origem tomado, de
tal forma que, se mudarmos a origem,
a ordem se conserva, tal como se o zero
fosse mével.

A compreenséo dos inteiros, portan-
to, supde a construgdo interna de um
esquema de referéncia mével que se
aplica a um conjunto de nimeros ope-
rados simultaneamente em dois senti-
dos e opostos. Trabalhar com niimeros
cujos valores se modificam conforme a
posi¢éo ou que se deslocam, requer do
sujeito que aprende os mecanismos bé-
sicos da reversibilidade por compensa-
cao.

Da mesma forma que o nimero na-
tural é resultado de uma operagéo (x a
mais ou x a menos), o niimero inteiro é
um operador (Glaeser, 1985) s6 que
agora com duplo sentido: representa
uma quantidade escalonada e ao mes-
mo tempo é resultado de transforma-
¢oes que se dao em dois sentidos. Re-
presentados em uma reta numérica
Unica, estes nimeros podem ser inter-
pretados ndo s6 como indicativos do
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valor numérico das posi¢gdes, mas tam-
bém como deslocamentos que transfor-
mam uma posi¢do em outra. Em outras
palavras, os nimeros positivos e nega-

tivos representam estados e operagoes,

por exemplo: -2 representa ao mesmo
tempo 2 unidades abaixo de zero, por-
tanto, que se localizam na regido nega-
tiva, como também significa “2 amenos
que”, indicando a operagéo de desloca-
mento, que produzird transformagoes
em um certo sentido (no caso de name-
ro negativo significa deslocar a esquer-
da e, de positivo, deslocar a direita).
Nesse sentido, vale lembrar a diferen-
¢a entre sinais predicativos (indicando
estado) e operatérios (relativos a ope-
ragdo), introduzida por Cauchy em
meados do século XIX, como aponta
Glaeser.

Aonivel interno, construir tais regu-
lagdes como implicagdes necessérias
deste sistema demanda descentracdes
gradativas, de tal sorte que se inicia
pela consciéncia dos aspectos periféri-
cos (0 nimero como estado, as semi-re-
tas justapostas, as regides positiva e
negativa estanques, o zero fixo) pas-
sando gradativamente para os aspec-
tos centrais que envolvem compreen-
der as transformagdes que o nimero,
enquanto operador, produz, bem como
suas razoes.

Dadas as propriedades desse siste-
ma, as operacgdes realizadas com seus
elementos ganham um novo significa-
do e se ampliam. Assim, nos naturais,
os sinais usados nas operacdes sdo ex-
clusivamente de natureza operatériae,
portanto, indicam “acrescentar algo a”
ou “tirar de”. Em se tratando do con-
junto dos inteiros, a adigéo representa
casos em que hi acréscimo, outros em
que hé decréscimo, bem como somas
que d&o zero. Na realidade, o conceito

de adig¢do precisa ser ampliado, néo se
limitando a idéia de acrescentar. Na
medida em que se abstrai das diferen-
tes associa¢des de nimeros positivos e
negativos, um invariante, expresso na
idéia de operador aditivo que produz
transformagdes de acordo com os ele-
mentos em jogo, é possivel chegar as
generalizagoes expressas nasregrasda
adic¢do: sinais iguais somam-se e con-
servam-se os sinais; sinais diferentes
ou opostos subtraem-se e conserva-se o
sinal do de médulo maior. A adigéo
deixa de ser apenas acrescentar (um
dos casos) para ter um novo significa-
do, mais genérico, de associagdo ou
composigao.

Da mesma forma que a adigéo, a
subtragdo ganha novo significado. No
geral, nos naturais, est4 associada a
idéia de tirar (do maior tirar o menor)
ou A de achar o complemento entre dois
numeros positivos dados. A construgéo
operatéria da subtragédo supde assimi-
14-1a como inversa & adigéo, de tal for-
ma que em uma dada reunifo ou asso-
ciagdode elemento(a + b =c), é possivel
chegar ao ponto de partida, (a), por
exemplo, pela diferenca (c - b), ou seja,
pela operagdo inversa. Para operar
com inteiros é fundamental que o es-
quema de assimilag¢do para subtragao
esteja estruturado com base na abstra-
¢do do invariante da inversdo e néo
simplesmente no conceito de tirar.
Subtrair inteiros significa trabalhar
com operadores negativos, ou seja, nu-
meros que operam transformactes de
oposi¢do. Assim -7-(-2) =-7+2 ou-7-(+2)
= -7-2. A generalizac¢do do carater de
inversdo presente na subtracdo para os
inteiros é muito mais complexa, porque
é preciso identificar com clareza a ope-
ragéo que estd em jogo, tarefa ndo mui-
to simples quando se trata de operar
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com numeros positivos e negativos. As-
sim, por exemplo, para operar oinverso
de +74+2 = +9 ou -7-2 = -9, é preciso ter
clareza de que em ambos os casos te-
mos uma adi¢do (os operadores tém o
mesmo sinal, portanto, produzem
transformag¢tes em um mesmo senti-
do) e que a subtragdo se dariamudando
o sinal de um dos operadores (operado-
res com sinais diferentes indicam
transformacoes em sentidos opostos).

Dado o carater de inversao, é sempre
possivel fazer composi¢des com os ope-
radores de tal sorte que se chegueaum
mesmo resultado. De fato, somar gran-
dezas com sinais diferentes (+ e -) é 0
mesmo que subtrair grandezas de mes-
mo sinal (+). Dada a natureza do siste-
ma dos inteiros, a subtra¢do nada mais
é que a composicdo entre operadores,
ou seja, uma adigdo. Exemplificando:
qual é o nimero que associado a -5
resulta -3? Chega-se assim a equiva-
léncia entre adi¢do e subtragédo de in-
teiros, o que, a nivel dos mecanismos
cognitivos, significa ter simultanea-
mente presentes duas formas de ope-
rar, as quais, por compensagio, fun-
dem-se em uma totalidade. A equiva-
léncia entre adigéo e subtragdo é uma
regulacdo a que o sujeito chega por
diferenciagdes progressivas, na medi-
da em que uma qualidade se destaca
das demais, é alcada das agdes realiza-
das em determinadas intera¢bes como
invariantes e integrada aos esquemas
de assimilacdo, alterando a sua organi-
za¢do. Modifica-se assim o grau de
compreensdo do esquema, a0 mesmo
tempo em que ele pode ser aplicado em
maior extensio, gracas a generalizagéo
completiva que se reconstréi em situa-
¢des novas ou invariantes ja encontra-
dos anteriormente.

No caso da multiplicagéo, o conceito
de operador multiplicativo deve ser re-
construido. Nos naturais, ele se refere
ao ntimero de vezes que um conjunto
se repete, ou seja, indica adi¢do repeti-
da. No conjunto dos nimeros inteiros,
no entanto, a extensdo da concepgéo de
multiplicagédo como adi¢do repetida en-
contra um obstdculo, pois como mos-
trar que (-1) x (-1) = 1?7

Um operador multiplicativo, no caso
dos inteiros, indica nimero de vezes
que um conjunto se repete, a0 mesmo
tempo em que produz transformacgoes
de aumento ou diminuigdo no resulta-
do, dependendo dos sinais em jogo.
Quando o operador multiplicativo é po-
sitivo, a assimilacdo é facil, porque é
possivel até usando modelos mostrar
que 2.(-5) ou 2.(+5) significa repetir
duas vezes um nimero dentro de sua
regido: ao multiplicar negativo o resul-
tado permanece na regido negativa,
valendo o mesmo para positivo. Entre-
tanto, quando o operador multiplicati-
vo é negativo néo é possivel simples-
mente imaginar nameros que se mul-
tiplicam na mesma regido, mas, além
disso, que o operador transforma o re-
sultado obtido, mudando-o de regido,
ou seja, -2.(+5) =-10e -2.(-5) = +10. Na
multiplicagéo, portanto, é preciso com-
preender que ha uma duplicidade de
operagdes: as que multiplicam os con-
juntos equivalentes, ao mesmo tempo
em que hé operacgoes de transformacao
que se aplicam aos numeros, fazendo-
os manter ou inverter sua posi¢édo na
regido a que pertenciam. Posterior-
mente, com base em abstragdo de ni-
veis mais complexos, é possivel com-
preender que se Z é uma ampliagdo de
N, o produto de Z tem que ser uma
extensdo de N, portanto distributivo
com relagdo a soma, comutativo e asso-
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ciativo. O prolongamento dessas pro-
priedades de N a Z faculta definir ope-
ragbes impondo-se condig¢bes prévias,
como no caso das justificativas algébri-
cas formais, tal como demonstrou Han-
kel (Glaeser, 1985).

Construir os invariantes necess4-
rios a cada uma dessas operagdes com
inteiros supde abstragoes reflexivas
que facultam destacar a estrutura co-
mum a diversas situagdes nas quais
estdo implicitas realidades numéricas
representativas dos inteiros. Se tal
construcgéo se d4 sob a forma de auto-
regulacgdo, deduz-se que se for possibi-
litada & crianga maior heterogeneida-
de de situagdes, contextos e mesmo lin-
guagens, ampliam-se os pontos de re-
feréncia e as possibilidades de interco-
nexdes. Em outras palavras, a diversi-
dade de situagdes das quais partem os
problemas, desde que néo levem a re-
produgdes mecénicas, favorecem a abs-
tragdo tanto quanto possibilitam que o
dado abstraido se generalize, permitin-
do reconstrugdes diante de novos pro-
blemas.

As situagbes a partir das quais sur-
gem desafios para a crianga, que acio-
nem o desenvolvimento de tais meca-
nismos operatérios, estdo compreendi-
das em uma amplitude de fatos que
variam dos mais concretos aos mais
abstratos, cada um dos quais compor-
tando sistemas de representagdes e lin-
guagens préprias. O uso pedagégico
que se faz de algumas dessas situagdes
como exemplificadoras da aplica¢do do
esquema dos inteiros estd expressonos
modelos de natureza fisica (temperatu-
ra, deslocamentos no espago e no tempo
representados por pontos na reta nu-
mérica) ou contébil (compreensdo en-
tre saldo positivo e negativo relativo a
dinheiro, resultado de jogos etc.).

A aprendizagem operatéria dos in-
teiros supde a construcdo dos invarian-
tes ou propriedades do sistema, ou
seja, implica a construgdo de esquemas
de assimilagdo (operagdes e lingua-
gens) capazes de resolver problemas
relativos a realidades comparadas
quando em sentidos opostos. Os mode-
los, ligados a contetidos da experiéncia
cotidiana da crianga — que repre-
sentam tais realidades — devem ser
vistos como pontos de partida, porque
de fato ndo h4 uma correspondéncia
dos inteiros com o mundo fisico tal
como nos naturais. O invariante mais
geral de todas as propriedades do sis-
tema pode ser expresso, como diz Lo-
vell (1986), na idéia de “negatividade”,
que é produto de operacgdes a que se
chega por abstragoes reflexivas e gene-
ralizagdes completivas que ocorrem ao
nivel do pensamento.

Chegar a este nivel de abstragdo —
que concebe os inteiros com base na
negatividade ou realidades reversi-
veis, é uma construgdo que se faz a
partir de abstragbes e generalizagdes
de niveis mais elementares que ocor-
rem em contextos diversos, formando
diferentes subsistemas. Na medida em
que a crianga consegue encontrar al-
guns invariantes comuns a tais subsis-
temas diferenciados é possivel integra-
los em um unico sistema. Esse processo
nao sé ocorre na passagem dos natu-
rais para os inteiros, como também ex-
plicaa possibilidade de, comparando os
modelos (fisicos ou contdbeis), abstrair
o sistema comum subjacente a eles.

Quando se observam os modelos, ha
para cada um deles uma diversidade
de esquemas necessarios para assimi-
lagdo e resolugéo de problemas relati-
vos a espago, tempo, movimento, saldo
positivo e negativo, com suas respecti-
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vas representacgdes graficas. Apreen-
der o carater dos niimeros inteiros sig-
nifica néo sé desenvolver os esquemas
necessérios no contexto de cada um dos
modelos, mas sobretudo abstrair, des-
ses esquemas, a sua forma mais geral.

Na multiplicidade de esquemas que
comparecem no processo de construgdo
do conceito de ntiimeros inteiros — des-
de os ligados a realidades concretas de
significado cotidiano até as implica-
¢oes necessarias — podemos reconhe-
cer, usando a classificagdo feita por
Piaget (1987), trés tipos de esquemas:

Os esquemas presentativos (sens6-
rio-motores e representativos) estdo li-
gados as propriedades permanentes e
simulténeas de objetos, e como tal po-
dem ser abstraidos do seu contexto e
generalizdveis. Sdo, freqiientemente,
nesse caso, 0s conceitos desde os mais
simples, como os conceitos de desloca-
mento, direita, esquerda, acima, abai-
x0, disténcia, intervalo, antes, depois,
maior, menor, até os mais complexos,
como nimero, soma, subtragdo, multi-
plica¢do, divisdo, respectivos aos con-
tetidos ou modelos envolvendo proble-
mas de deslocamento no espago e no
tempo, variag¢des em uma escala, com-
pensacéo entre perdas e ganhos etc...

Um segundo tipo de esquemas séo os
denominados procedurais e se opdem
aos anteriores porque sdo agdes suces-
sivas compromissadas com um fim a
ser alcanc¢ado ou com o éxito da acdo.
Por esse carater, estdo ligados ao con-
texto onde se realizam, sdo transité-
rios, sendo, portanto, pouco generali-
zéveis e quando ocorre a generalizacdo
é de natureza di#tinta da dos esquemas
anteriores. Aquij podemos localizar
toda a sorte de pracedimentos de que a
crianc¢a langa méao para resolver os pro-
blemas sobre identifica¢do, compara-

¢do e operacgdes fundamentais com in-
teiros, relatados no trabalho realizado
sobre aprendizagem de ntimeros intei-
ros (Teixeira, 1992) do qual esse artigo
faz parte.

Piaget (1987) classifica ainda os es-
quemas em operatdrios como sintese
dos dois anteriores. Os esquemas ope-
ratérios sdo também procedurais, no
sentido que envolvem conceitos e rela-
¢oes generalizdveis, mas regulados pe-
las operagtes enquanto estruturas in-
ternas, o que dé4 a estes esquemas uma
certa estabilidade. Os procedimentos,
por sua vez, embora transitérios, na
medida em que se coordenam, condu-
zem a procedimentos operatérios, ou
seja, namedida em que uma estratégia
usada evidencia contradi¢do e que os
resultados a que o sujeito chega levam
a conceitualizagdes, os esquemas se
tornam presentativos, portanto, liga-
dos a uma estrutura. No caso dos intei-
ros, tivemos a oportunidade de mos-
trar como as criangas, por exemplo, ao
realizarem a adi¢éo e asubtragéo, mes-
mo que inicialmente com base nas re-
gras, podem tomar consciéncia de algu-
mas contradi¢des nos seus resultados e
construir regulagdes mais estéveis, ou
invariantes operatérios segundo Verg-
naud (1985), tal como areversibilidade
por compensagcio entre tais operagoes.

Quando se fala em aprendizagem de
nimeros inteiros, deve-se imaginar a
construcdo de uma diversidade de es-
quemas estabelecidos em vérios con-
textos de significados diversos e repre-
sentados através de determinado siste-
ma de simbolos. O desenrolar deste
processo, contudo, néo é simples, mas
supde transpor véarios obstaculos, bem
como superar muitas dificuldades.

Baldino (1990), ao fundamentar
uma proposta metodolégica para o en-
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sino de nimeros inteiros através de
jogos, retoma o conceito de obstéculo
epistemolégico trabalhado por Brous-
seau (1983) para mostrar o seu papel
no desenvolvimento dos conceitos, tan-
tona histéria do pensamento matemé-
tico, quanto dos alunos atualmente. A
superagéo dos obstdculos supde os me-
canismos de abstragéo e generalizagdo,
que tornam possivel transformar os as-
pectos periféricos nos aspectos centrais
da ac¢do, tanto ao nivel filogenético
quanto ontogenético. As etapas de
construg¢do de um conhecimento, quer
em um nivel, quer no outro, estdo des-
critas conforme sugerem Piaget e Gar-
cia (1984) em intra-objetal (anélise do
objeto), interobjetal (estudo das rela-
¢oes e transformacdes) e transobjetal
(construcdo das estruturas), as quais,
por sua vez, correspondem 3as trés for-
mas de equilibragéo.

Com base na anélise histérica dos
obstaculos presentes no desenvolvi-
mento do conceito de nimeros inteiros,
Baldino faz uma comparagéo a luz das
trés etapas. A primeira etapa (intra)
corresponde, segundo o autor, aos pri-
moérdios da construgdo dos inteiros,
quando eram concebidos como estados
e aceitos apenas como nimeros clan-
destinos. As regras de sinais e a distri-
butividade aplicada aos negativos es-
tavam presentes apenas na ac¢do (na
pratica do cdlculo), mas néo eram ex-
plicitadas, portanto, ndo determina-
vam a compreenséo do fato.

A segunda etapa (inter) comparece
quando as relagdes entre os estados
permitem diferencid-los das transfor-
magdes. Issose d4 com aintrodugéo por
Cauchy dos sinais operatérios e predi-
cativos, determinando que o numero
inteiro passasse a ser concebido como
operador.

A terceira etapa (trans) ocorre com a
demonstragdo feita por Hankel, esten-
dendo aos inteiros as operagdes dos
naturais e mantendo a distributivida-
de. Segundo Baldino, pode-se identifi-
car na filogénese ou na ontogénese os
mesmos mecanismos de equilibragéo
descritos por Piaget e Garcia: “agéo
(intra), centrag¢éo-descentracéo (inter)
e reintegracédo (trans)” (p. 41).

Partindo da hip6tese de que a passa-
gem de uma etapa a outra se faz por
abstragdo reflexiva e generalizag¢io com-
pletiva, tanto ao nivel da filogénese
quanto do sujeito, o autor faz dos obs-
taculos revelados na histéria uma fon-
te de informagdes para pensar uma
did4tica que tenha, como objetivo, ela-
borar procedimentos que tornem possi-
vel a passagem da primeira etapa (cen-
tracdo nos elementos) para a segunda
(transformacéo dos elementos), a nivel
de alunos de 1° grau, enquanto a pas-
sagem para o dominio das estruturas
algébricas s6 poderé ser feita em niveis
superiores de ensino. Em outros ter-
mos, supde umadidética que introduza
o0 obstédculo e planeje formas de superéa-
lo, tomando por base a concepg¢do de
didatica de Brousseau (1983).

Contudo, o interessante no trabalho
de Baldino é a construc¢éo de uma me-
todologia que parte do pressuposto de
que os obstdculos enfrentados pelos
alunos sdo semelhantes aos encontra-
dos pelos pensadores matemaéticos ao
longo do tempo. Em outros termos, sig-
nifica que as dificuldades e erros na
aprendizagem dos numeros inteiros
estdo ligados a tais obstdculos. Dos seis
obstédculos epistemolégicos apontados
por Glaeser, os dois primeiros (mani-
pular quantidades isoladas e dar sen-
tido a quantidades negativas isoladas)
foram rejeitados por Brousseau, que os
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entende como meras dificuldades. Os
demais obstéculos: dificuldade em uni-
ficar aretanumérica, ambigiiidade dos
dois zeros, estagnacdo no est4gio das
operagoes concretas (confusdo entre
operadores multiplicativos e estados a
que se aplicam) e a quest&o do modelo
unificador (adigéo e multiplicacéo) sdo,
portanto, uma das fontes das dificulda-
des e erros dos alunos. Entretanto,
como mostrou Brousseau, ha outros
obstaculos de natureza did4tica e mes-
mo ontogenética.

A abordagem de dificuldade e de
erro norteadora deste trabalho expres-
sa uma concep¢do de aprendizagem
que perpassa todos os autores cuja ma-
triz de pensamento se situa além dos
limites empiristas, e cuja espinha dor-
sal estd delineada pelo construtivismo,
oqual ndo vé a aprendizagem como um
processo isolado, mas interconectado
com o desenvolvimento.

O erro nesta perspectiva ndo é um
dado apenas pontual, mas reflete os
mecanismos envolvidos no processo de
compreensdo, e se queremos entendé-
lo devemos necessariamente conside-
ré-lo como ponto de partida, a partir do
qual podemos retroceder e desvendar
0s processos cognitivos envolvidos na
aprendizagem de um conceito.

Os erros, segundo Brousseau, s#o
formas de manifestagio de obst4culos
epistemolégicos na medida em que eles
néo se dio por acaso, mas séo reprodu-
tivos e persistentes. Na realidade re-
presentam, no mesmo sujeito, uma
concepgdo caracteristica ou uma forma
de conhecer.

Artigue (1989) afirma que é possivel
pensar em “nés de resisténcia” presen-
tes no ensino atual que funcionam tal
como 0s obstéculos epistemol6gicos no
desenvolvimento do pensamento ma-

temaético, sem que se lhes atribua o
cardter histérico. Desse ponto de vista,
é preciso identificA-los na histéria ou
na aprendizagem de uma nog¢do, bem
como investigar os processos produto-
res dos obstdculos na MatemAtica.

Vergnaud (1985) afirma que os erros
sdo parte integrante do processo de
aprendizagem, sendo reveladores dos
significados com os quais as criangas
trabalham, das defasagens entre signi-
ficados e significantes e da explicitacdo
dos invariantes que constroem a res-
peito de um conjunto de situagdes.

Inhelder, Bovet e Sinclair (1977),
nos seus estudos sobre aprendizagem,
apontam os erros como indicadores dos
niveis de construgédo do sujeito, deven-
do ser vistos como manifestagdo das
coordenagdes pouco integradas. As so-
lugbes parciais a que as criangas che-
gam — explicitadas como erro — reve-
lam, na verdade, esfor¢os de concilia-
cdo entre esquemas.

Nos estudos sobre os processos de
descoberta Inhelder, et alii (1987) e
Karmiloff-Smith e Inhelder (1980)
identificam, nos procedimentos da
crianga, ao resolver problemas, teorias
implicitas ou “teorias em ac¢#o”. Tais
teorias, na medida em que orientam a
acdo, conduzem muitas vezes a erros,
que se caracterizam por uma certa re-
gularidade descoberta pela crianga e
generalizada indevidamente. O erro,
nessa perspectiva, nfo é apenas o indi-
cio de uma dificuldade, mas, sobretu-
do, indicador de uma légica infantil ou
“teoria em ac¢é@o” que orienta as estra-
tégias de agdo com vistas a obtengdo do
éxito.

Moreno e Sastre (1983), ao proporem
o conceito de aprendizagem operatéria,
véem também os erros como necess4-
rios, pois para que as aprendizagens
sejam generalizdveis, portanto, cons-
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truidas, é preciso que as “teorias” se-
jam explicitadas, o que torna os erros
passos intrinsecos ao processo de cons-
trucdo. Nesse enfoque, os erros sao re-
sultados de sucessivas centracdes em
pontos de vistas particulares, as quais
impedem consideragbes simultineas.
Por outrolado, as centragdes sdo resul-
tados do descobrimento de uma nova
forma de assimilar e resolver um pro-
blema, e em si mesma muitas vezes
representa a superag¢édo de uma centra-
¢do anterior. Resolver um problema
compreensivamente, de forma estével,
supde, ao longo do tempo, contraposi-
¢80 entre as diferentes formas de con-
sidera-lo. O erro permite o crescimento
na medida em que a simultaneidade
das contraposi¢gées produz contradi-
¢des que levam a novas integragoes.
Em outras palavras, a consciéncia do
erro oportuniza a reorganizagdo das
varidveis em jogo, em um sistema in-
terno explicativo mais amplo. Concei-
tuando generalizar como “reproduzir
ou aplicar esquemas, relagdes, opera-
¢des etc. ja conhecidos em um contexto
operacional distinto” (p. 250), as auto-
ras afirmam que os erros podem ocor-
rer por defasagem horizontal, ou seja,
ao transpor operacoes de um contexto
aoutro mais complexo, o sujeito fracas-
sa. Ao estudar a aprendizagem da no-
¢éo de colegdes, Moreno e Sastre iden-
tificaram dois tipos de erros: por “con-
taminacao”, ou seja, indissociagdo dos
atributos levando a generalizacoes ex-
cessivas ou por “limita¢do” ou indisso-
ciagdo entre o elemento e o todo, s6
identificando com pertencentes a uma
coleg¢do, elementos idénticos.

Na perspectiva construtivista, a
qual esses conceitos de erros estdo fi-
liados, podemos identificar dois enfo-
ques, que situam os erros enquanto
manifesta¢éo da construgdo das regu-
lagdes operatérias ou dos procedimen-

tos desenvolvidos para resolugéo ime-
diata de problemas.

Piaget (1987) faz uma sintese desses
enfoques ao comparar os dois sistemas
subjacentes aos mecanismos cogniti-
vos: 0 sistema que visa a4 compreensio
dasrealidades fisicas e l6gico-matemé-
ticas (sistemas légicos) e o sistema que
serve para ter éxito (sistemas de signi-
ficacdes). Dessa perspectiva, a nature-
za dos erros nos dois sistemas é diver-
sa. No primeiro sistema, estdo envolvi-
dos os esquemas presentativos e opera-
térios, e os erros devem ser considera-
dos como “acidentes de percurso”. Nes-
se caso, os erros sdo manifestacoes da
dificuldade de construir as regulagdes,
ou seja, de equilibrar negacdes e afir-
magdes, processo que ocorrerd sé ao
longo do tempo, se mantidas condigdes
ambientais normais. Entretanto, no
segundo sistema— mantido por esque-
mas procedurais simultineos e suces-
sivos — o erro pode ser considerado
como tentativas devidas a falsas trans-
feréncias entre contextos heterogé-
neos. Nesse sistema, “um erro corrigi-
do pode ser mais fecundo que um éxito
imediato, porque a comparagéo da hi-
pétese falsa e suas conseqiiéncias pro-
porciona novos conhecimentos e a com-
paragéo entre erros dé lugar a novas
idéias” (p. 61).

No caso da aprendizagem escolar,
portanto, o que comparece concreta-
mente sdo 0s esquemas represen-
tativos e procedurais e é sobre eles que
o professor deve trabalhar. Fica evi-
dente a necessidade de acompanhar a
produgdo dos alunos como forma de
recuperar o processo de construcdo do
conceito, bem como de fazer uso peda-
gbgico do mesmo, como forma de garan-
tir as condigdes para a construgdo dos
esquemas operatérios. Na realidade
trata-se de, trabalhando ao nivel dos
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contetidos e de suas significagdes, favo-
recer a construcéo, pelo aluno, das im-
plicagdes significantes ou l6gico-mate-
maticas com base nas quais se organi-
zam os sistemas légicos de pensamen-
to. Por outro lado, é preciso lembrar
também que, se os erros dos alunos
podem advir de obstéculos de ordem
ontogenética (mecanismos internos do
sujeito) ou epistemolégica (intrinsecos

ao préprio contetido), ndo é menos pro-
vével que, a nivel do ensino, coloquem-
se obstéculos did4ticos. Podemos con-
cluir conforme afirma Vihn-Bang
(1990), que, no caso da aprendizagem
escolar, a explicagéo do erro faz apelo,
no minimo, a articulacdo de dois com-
ponentes: os instrumentos cognitivos
do aluno e os contetdos do ensino e sua
forma didatica.
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O presente artigo apre-
Resumo senta uma andlise da
aprendizagem do conceito de mimeros in-
teiros, entendida como processo de com-
preenséo que envolve mecanismos opera-
torios basicos de abstragéao reflexiva, gene-
ralizagdo construtiva e tomada de cons-
ciéncia presentes na construgio das nogdes
l6gico-matemdticas. Procura explicitar as
operagdes necessdrias subjacentes a
aprendizagem do conceito de inteiros, bem
como identifica os obstdculos epistemolégi-
cos encontrados na formulagéo matem4ti-
ca do mesmo ao longo da histéria. Com
base nessas andlises propde que os erros e
dificuldades para aprender esse conceito
sejam abordados num enfoque construti-
vista.

Palavras-chaves: Aprendizagem opera-
téria, nimeros inteiros, obstdculos episte-
molégicos, abstragdo reflexiva, generaliza-
¢do construtiva.

;
g

This article presents
AbStraCt an analysis of the
learning of integer number concept, seen
as an understanding process which invol-
ves basic operatory mechanisms of reflexi-
ve abstraction, constructive generalization
and awareness involved in the construc-
tion of the logic-mathematical notions. It
seeks to make explicit the necessary op-
erations underlying the learning of integer
concept, as well as the formulations of in-
teger numbers along history. Based on this
analysis we propose that the errors and
difficulties in learning this concept be ap-
proached in a constructivist perspective.

Descriptors: Operatory learning, integer
numbers, epistemological obstacles, reflex-
ive abstraction, constructive generaliza-
tion.




