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Dificuldades e obstaculos apresentados
por um grupo de professores de
Matematica no estudo da geometria
hiperbdlica
Karla Aparecida 1.ovis', Valdeni Soliani Franco?, Rui Marcos de Oliveira Barros®

Resumo: O objetivo deste artigo ¢ descrever as dificuldades e os obsticulos apresentados por
um grupo de professores de Matematica da Educagao Basica observados durante um minicurso
introdutério sobre a Geometria Hiperbdlica. Os sujeitos da pesquisa sio quatenta e um
professores de Matematica de cidades da regiao norte do estado do Parand. Para obter os dados
da pesquisa, realizou-se um minicurso sobre a Geometria Hiperbdlica, especificamente o
Modelo de Poincaté, e o GeoGebra, no qual foram gravadas, em dudio e video, as falas dos
professores e as atividades por eles realizadas. Da anilise, destaca-se que as dificuldades e os
obsticulos para a compreensio de conceitos basicos da Geometria Hiperbdlica estio
relacionados a representagdo dos objetos geométricos nesta Geometria, bem como a
“contamina¢dao” que a Geometria Euclidiana desempenha no momento do aprendizado da
Geometria Hiperbdlica. Observou-se também dois obstaculos epistemoldgicos: geral e verbal.
Palavras-chave: Ensino de Geometrias; Geometria Hiperboélica; Dificuldades e Obsticulos

Epistemolégicos.

Difficulties and barriers presented by a
group of Math teachers in the study of
Hyperbolic Geometry

Abstract: The aim of this article is to describe the difficulties and barriers presented by a group
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of Junior School Math teachers during an introductory course on Hyperbolic Geometry. Forty-
one Math teachers participated in this research, from cities in the northern region of the state
of Parana, Brazil. A mini-course was taught about Hyperbolic Geometry, specifically on
Poincaré’s Model and GeoGebra, to obtain data for current research. Teachers” discourses and
activities were recorded for this purpose. From this analysis, it must be highlighted that
difficulties and barriers to comprehend basic concepts of Hyperbolic Geometry are related to
the representations of geometrical objects in this type of Geometry, as well as to the
'contamination' that Euclidean Geometry provides on learning Hyperbolic Geometry. It was
also observed two epistemological barriers: general and verbal.

Key words: Geometry Teaching; Hyperbolic Geometry; Epistemological barriers and

constraints.

Introducao

A problematica desta investigagdao surgiu devido a inclusio do tépico
“geometrias ndo-euclidianas®” nas Diretrizes Curriculares de Matematica (DCE) do
estado do Parand. No ano de 2008, a Secretaria de Educagio (SEED) publicou
o documento com a inclusdo de cinco Geometrias: Geometria Projetiva,
Topologia, Geometria Fractal, Geometria Hiperbolica e Geometria Eliptica’.

As DCE recomendam que os conteddos de Geometrias ndo Euclidianas
devem ser ensinados nos Ensinos Fundamental e Médio. No Ensino
Fundamental, o aluno deve ser capaz de compreender nog¢oes da Geometria
Projetiva, de Topologia e da Geometria dos Fractais. No Ensino Médio, deve
aprofundar o estudo da Geometria dos Fractais e ser introduzido a Geometria
Hiperbdlica ¢ a Geometria da Superficie da Esfera. Sobre a Geometria
Hiperboélica, as DCE recomendam: “para abordar os conceitos elementares da
Geometria Hiperbdlica, uma possibilidade ¢é através do postulado de
Lobachevsky (partindo do conceito de pseudo-esfera, pontos ideais, triangulo
hiperbélico e a soma de seus angulos internos)” (Parana, 2008, p. 57).

Diante da inclusio da Geometria Hiperbodlica e das recomendagdes da

4 Nas DCE, a palavra “nio-cuclidianas” ¢é escrita com hifen. No decorrer deste trabalho, no
entanto, sera usada sem hifen.

SNas DCE, a Geometria da Supetficie Esférica ¢ chamada de Geometria Eliptica. Porém, ao
descrever essa Geometria, percebe-se que as diretrizes se referem, na verdade, a Geometria da
Superficie Esférica, construida por Riemann. A Geometria Eliptica foi desenvolvida por Félix
Klein. Um de seus modelos é obtido por meio da identificacio dos pontos antipodas da
Superficie Esférica, gerando o que se denomina de Plano Projetivo. Nesta Geometria, o
primeiro postulado de Euclides ¢ verificado, o que ndo ocorre na Geometria da Superficie
Esférica.

Zetetiké — FE/Unicamp — v. 22, n. 42 — jul/dez-2014



13

DCE, foi proposto o minicurso — O Modelo de Poincaré e o GeoGebra — com
duragdo de 24 horas, para professores que atuam nas escolas publicas do
Nucleo Regional de Educa¢io — NRE — de Maringa. Os 41 professores de
Matematica participantes do minicurso foram convidados pelo NRE. O
objetivo foi introduzir alguns conceitos e resultados da Geometria Hiperbdlica,
especificamente do modelo de Poincaré, por meio do software GeoGebra.
Durante o minicurso, investigaram-se as dificuldades e os obsticulos que os
participantes apresentam no estudo da Geometria Hiperbdlica. Os dados da
pesquisa foram obtidos por meio da gravagio — em 4audio e video — da
observacdo e da aplicagdo de um questionario.

No decorrer do artigo, destacam-se algumas consideragdes historicas,
filosoficas e matematicas da Geometria Euclidiana e da Geometria Hiperbdlica.
Por fim, apresentam-se as analises das falas dos professores, com o intuito de
identificar as dificuldades e os obsticulos epistemolégicos.

Consideracoes sobre a Geometria Fuclidiana ¢ a Geometria
Hiperbdlica

Autores como Eves (1992) e Gerdes (1992) destacam que foi por meio
de observagdes da natureza que se chegou a nocao de lei ou regra geométrica.
Com isso, a Geometria passou de uma ciéncia empirica para uma ciéncia
matematica, na qual foi possivel demonstrar proposi¢oes e abstrair resultados.

A origem da Geometria Euclidiana esta, de certa forma, associada ao
desenvolvimento das civilizagdes babilonica, egipcia e grega. Essas trés
civilizagbes contribuiram, de modo significativo, para a elaboragio do
conhecimento geométrico. Em geral, os babilonicos e os egipcios
desenvolveram uma Geometria mais pratica, com o objetivo de responder aos
problemas com os quais se deparavam.

Para Barker (1969), a civilizagdo grega, ao contrario dos babilonicos e dos
egipcios, apreciava a Geometria nido apenas em virtude de suas aplicagoes
praticas, mas em virtude de seu interesse teérico.

Galvez (2006) expde que o momento culminante da Geometria
EBuclidiana aconteceu quando Euclides escreveu a obra Elementos
(aproximadamente 300 anos a.C.), na qual sintetizou o saber geométrico da sua
época. A obra é composta de 13 livros, nos quais ele apresentou 121 defini¢des,
5 postulados geométricos e 5 no¢des comuns; e demonstrou 465 teoremas. Os
13 livros versam sobre Geometria Euclidiana Plana e Espacial, teorias dos
nimeros e grandezas incomensuraveis. Nos seis primeiros livros, ha os
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conteddos de Geometria Plana e, nos livros XI, XII, XIII, a Geometria Espacial
(Souza, 1948). Os postulados de Euclides (2009, p. 98) sio:
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1. Fique postulado tragar uma reta a partir de todo ponto até todo
ponto.

2. Também prolongar uma reta limitada, continuamente, sobre
uma reta.

3. E, como todo centro e distancia, descreve um circulo.

4. E serem iguais entre si todos os angulos retos.

5. E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faca os dngulos
interiores ¢ do mesmo lado menores do que dois retos, sendo
prolongadas as duas retas, ilimitadamente, encontrarem-se no
lado no qual estio os menores do que dois retos.

Barker aponta que as ideias adotadas por Euclides nesses postulados
diferem muito das concepgoes indutivas e empiricas adotadas pelos egipcios.
Nos trés primeiros postulados, Euclides ndo esta, de maneira direta, discutindo
problemas de medi¢do de terras; também ndo estd preocupado com os
possiveis obstiaculos (montanhas, rios ou outros) que possam impedir seu
tracado. As condi¢des praticas nio interessavam a Euclides; ou, em outras
palavras, ele admitia existir “um espago em que inexistiam obstdculos absolutos
¢ em volta do qual inexistiam fronteiras exteriores absolutas” (Batker, 1969, p.
31). O quarto postulado parece um tanto evidente, mas Euclides o descreve
como uma verdade légica, uma vez que ele foi utilizado em diversas
demonstraces na sua obra.

Quanto ao quinto postulado, observa-se que ele nido ¢é tio evidente
quanto os quatro primeiros. Na Figura 1, se a soma dos angulos internos o + 3
< 1807 as retas s e r irdo se encontrar; se a soma dos angulos internos o« + 3 =
180°, as retas s e r serdo paralelas.

Figura 1 — Esbog¢o do quinto postulado
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Fonte: Autores deste texto

Os postulados, os axiomas e as definicdes sio o ponto de partida das
demonstra¢oes de Buclides tanto da Geometria Plana quanto da Espacial.
Barker (1969, p. 38) destaca que “Euclides, nos Elementos, visava a aperfeicoar
o nosso conhecimento acerca de pontos, linhas e figuras, tornando mais
rigorosas as demonstragdes de leis ja conhecidas, e visava a aumentar esse
conhecimento, demonstrando leis novas, até entio desconhecidas”. Euclides
ofereceu a Geometria uma forma dedutiva sistematica, para que as
demonstragoes fossem mais rigorosas e possibilitassem a elaboragiao de novas
leis. Piaget e Garcia (1987, p. 91) destacam que

[...] a geometria é, nas matematicas gregas, o ramo que deu prova
de uma tal perfeigio que se transformou, durante varios séculos,
no préprio paradigma da ciéncia. Dois mil anos apés Euclides,
ela serda para Newton o modelo patra toda a construgiao de uma
teoria cientifica e os seus Principia inspirar-se-ao neste modelo.

Um momento fundamental no desenvolvimento dos conceitos
geométricos aconteceu com a construcdo das Geometrias ndo Euclidianas.
Durante muitos séculos, houve a preocupagio em questionar a veracidade do
quinto postulado (postulado das paralelas), inclusive chegou-se a pensar que
nao se tratasse de um postulado, mas de um teorema.

Foi no final do século XIX que os matematicos compreenderam a
situagdo logica do quinto postulado e afirmaram que ele ¢ independente dos
outros postulados de Euclides, ou seja, que é possivel existirem sistemas
geométricos consistentes, nos quais o quinto postulado pode ser substituido
por uma afirmacdo contraria. Uma das maneiras de negar o quinto postulado é
afirmar que, por um ponto fora de uma reta, é possivel tracar pelo menos duas
retas paralelas, o que acontece na Geometria Hiperbélica. Outra maneira de
negar o quinto postulado ¢ afirmar a ndo existéncia de retas paralelas, que
ocorre na Geometria da Superficie da Esfera.

Poincaré (2008) destaca que o desenvolvimento da Geometria
Hiperbdlica surgiu como algo revolucionario, uma vez que varios filésofos,
matematicos e pensadores de épocas passadas haviam afirmado que sé existia
uma Geometria verdadeira, a Geometria de Euclides. Ainda segundo o autor,

[...] depois dos gritos escandalizados, habituamo-nos ao que elas
tém de paradoxal; varias pessoas chegaram até a duvidar do

postulado, a se perguntar se o espago real é plano, como supunha
Euclides, ou se apresenta uma ligeira curvatura. Chegaram
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mesmo a achar que a experiéncia poderia dar-lhes uma resposta a
essa pergunta. E desnecessario acrescentar que isso equivaleria a
desconhecer completamente a natureza da geometria, que nio ¢é
uma ciéncia experimental (Poincaré, 2008, p. 110).

O desenvolvimento de outras Geometrias, que contradizem o quinto
postulado de Euclides, ndo quer dizer que a Geometria Euclidiana nio seja
verdadeira, e, sim, que todas sao verdadeiras e possuem um sistema légico
consistente.

A nogao de obstaculo epistemolégico

Para Gaston Bachelard (1996), a ciéncia evoluiu de forma nio linear. O
autor destaca que as sucessivas mudangas ocorreram por meio de erros,
descontinuidade, rupturas e contradi¢des. Ao iniciar a sua obra A formagio do
espirito cientifico, Bachelard (1996, p. 17) aponta:

[...] quando se procuram as condi¢des psicoldgicas do progresso
da ciéncia, logo se chega a convicgdo de que é em termos de
obstaculos que o problema do conhecimento cientifico deve ser
colocado [..] é no amago do préprio ato de conhecer que
aparecem, por uma espécie de imperativo funcional, lentidoes e
conflitos. E ai que mostraremos causas de estagnacgdo e até de
regressdo, detectaremos causas de inércia as quais daremos o
nome de obstdculos epistemoldgicos.

Andrade (2004, p. 47) destaca que a expressio “‘obstaculo
epistemologico” foi criada “para caracterizar tudo aquilo que obstrui, impede,
dificulta, enfim, limita o progresso da ciéncia, ¢ podem ser citados como
exemplos, o pré-conceito, a ideologia, a idolatria, o senso comum e a opinido”.

Na busca pelo conhecimento cientifico, muitas vezes, os cientistas se
deparam com obsticulos que podem dificultar o progresso da ciéncia e o
entendimento de teorias. O aparecimento dos obstaculos epistemolégicos ¢é
algo dificil de ser evitado, visto que o conhecimento cientifico nao ¢ alcancado
sem que indagacdes, refutagoes e criticas sejam feitas.

Bachelard (1996, p. 18) destaca que, para o pensamento cientifico se
desenvolver, ¢ necessario que esses obstaculos sejam superados. O primeiro
deles ¢ a opinido: “a opinido pensa mal; ndo pensa: traduz necessidades em
conhecimento [...] no se pode basear nada na opinido: antes de tudo, é preciso
destrui-la. Ela é o primeiro obstaculo a ser superado”. Afirma o autor que a
atividade cientifica ndo deve ser baseada nas experi¢ncias comuns e na opiniao.
Para produzir conhecimento cientifico, o cientista deve estabelecer um vinculo
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entre a observagio e a experimentacdo, questionando e discutindo as ideias que
sao apresentadas. Ainda segundo Bachelard (1996), os erros ocorridos no
decorrer da evolugio das ciéncias podem ajudar a detectar varios obstaculos
epistemoldgicos que surgiram ao longo da historia.

Outro obstaculo apontado por Bachelard (1996, p. 29) é a experiéncia
primeira: “a experiéncia colocada antes e acima da critica — critica esta que ¢,
necessariamente, elemento integrante do espirito cientifico”. Para o autor, a
experiéncia primeira deslumbra, porque da preferéncia mais as imagens do que
as ideias, ela ¢é livre de qualquer espécie de critica, de refutacdo e ndo constitui
uma forma segura, nitida e clara que possa contribuir para a formagio e o
fortalecimento do conhecimento. Bachelard (1996, p. 14) destaca ainda que “a
experiéncia comum nao ¢ de fato construida; no maximo ¢é feita de observagoes
justapostas [...] como a experiéncia comum nao ¢ construida, ndo podera ser,
achamos nés, efetivamente verificada. Ela permanece um fato”.

Assim, a analise dos obsticulos no contexto da Matematica deve ser
realizada com uma atencdo especial, porque, segundo Bachelard (1996), esta
ciéncia apresentaria uma regularidade no seu desenvolvimento, com periodos
de paradas, mas nio de erros ou rupturas. De fato, as rupturas encontradas na
evolucdo das ciéncias experimentais ndo aparecem com clareza nos registros
histéricos da Matematica, por exemplo. Porém, isso nio quer dizer que, em se
tratando da Matematica, exista uma linearidade absoluta na fase da descoberta
¢ do desenvolvimento desta ciéncia. Uma demonstragiao envolve um processo
de criacio; no entanto, ndo revela os intensos conflitos na criacio dos
conhecimentos.

Trovon (2012, p. 2) destaca que os textos matematicos, tais como sao
apresentados a comunidade cientifica, passam por um processo de redacido
traduzido pelas demonstragoes e por toda a forma valorizada pelos paradigmas
da 4rea. Para o autor,

[...] no caso da matematica, os obstaculos aparecem com mais
intensidade na fase da aprendizagem e sintese do conhecimento,
do que em seu registro histérico [..] os avangos, retrocessos,
davidas e erros cometidos na etapa em que as conjecturas sao
feitas pelo matematico, praticamente, desaparecem no resultado
final apresentado pelo texto cientifico. Por outro lado, esses
conflitos sinalizam possiveis obstaculos, mas, como a historia da
matematica se baseia essencialmente nos registros textuais, pode
transparecer que, no transcorrer de sua descoberta, haja uma

aparente regularidade (Trovon, 2012, p. 2).
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Dessa forma, na Matematica, os obsticulos aparecem com maior
intensidade na fase de criagdo dos conceitos, o que, normalmente, ndo se revela
na redagdo final do texto matematico. Durante o processo de ensino e
aprendizagem, no contato com um conceito novo, podem ocorrer. Bachelard
(1996) expde que é preciso superar esses conflitos para que o novo conceito
possa ser aprendido. Também defende a necessidade de romper com o saber
do senso comum.

No que se refere a0 conhecimento geométrico, Santos (2009) destaca que
¢ comum encontrar professores que se baseiam em experiéncias e em
observagoes para descrever a Geometria Euclidiana. A autora observou que,
para muitos professores, o plano euclidiano é visualizado no mundo fisico e
afirma que “parte do mundo onde vivemos é plano” (Santos, 2009, p. 96).
Nesse contexto, é comum encontrar professores que buscam alicerces em
experiéncias e em observacdes para descrever um conhecimento geométrico. F
possivel representar um plano euclidiano por um tampo de uma mesa, por
exemplo, mas deve-se deixar claro que esse objeto somente representa parte de
um plano euclidiano, e o tampo da mesa nio ¢, de fato, um plano euclidiano.
Nesses casos, conclusoes indevidas, oriundas da experiéncia ou de uma simples
observacio, podem interferir no entendimento dos conhecimentos cientificos
e constituir-se, assim, obstaculos epistemolégicos.

O conhecimento geral também foi considerado por Bachelard (1996, p.
69) um obsticulo ao conhecimento cientifico: “nada prejudicou tanto o
progresso do conhecimento cientifico quanto a falsa doutrina do geral, que
dominou de Aristételes a Bacon, inclusive, e que continua sendo, para muitos,
uma doutrina fundamental do saber”. Para o autor, as generalizacGes podem,
muitas vezes, falsear a realidade, comprometendo a veracidade das
informagdes. Frases prontas que expressam uma generalizagao falseada sio
mais simples de difundir, mas elas acabam fazendo retroceder o conhecimento
cientifico e, muitas vezes, sdo tidas como verdades absolutas. Bachelard (1996,
p. 70) acrescenta algumas generalizagdes do pensamento cientifico:

[...] como fundamento da mecanica: todos os corpos caem. Como
fundamento da éptica: todos os raios luminosos se propagam em
linha reta. Como fundamento da biologia: todos os seres vivos
sao mortais. Seriam assim colocadas, no limiar de cada ciéncia,
grandes verdades primeiras, defini¢des intocaveis que esclarecem
toda douttina.

No contexto desta pesquisa, algumas afirmacdes da Geometria
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Euclidiana podem ser consideradas generalizacGes e consistir em obstaculos
gerais, principalmente para o entendimento das Geometrias ndo Euclidianas.
Citem-se exemplos como estes, dentre outros: a soma dos angulos internos de
um triangulo é sempre 180°% dada uma reta 7 e um ponto P fora dessa reta,
existe somente uma reta que passa por P e ¢é paralela a r; a distancia entre duas
retas paralelas é constante. Tais afirmag¢des siao verdadeiras, desde que se esteja
trabalhando com a Geometria Fuclidiana. Diante disso, é preciso especificar
claramente para o professor/aluno de qual Geometria se fala, para que essas
afirmagdes ndo sejam apresentadas como “resultados intocaveis”, “grandes
verdades primeiras” que representam as veracidades do conhecimento
geométrico.

Bachelard (1996, p. 91) descreve ainda o obstaculo verbal, ou seja, “um
caso em que uma Unica imagem, ou até uma unica palavra, constitui toda a
explicacio”. Em se tratando das Geometrias, é complicado ensinar esses
conteddos sem utilizar as figuras geométricas. Mas o que deve ficar claro para
o professor/aluno é que a figura geométrica representa apenas uma instancia
fisica da representagdo do objeto. Para Bachelard (1996, p. 48), uma imagem
pode constituir um obstaculo verbal: “uma ciéncia que aceita as imagens é, mais
que qualquer outra, vitima das metaforas. Por isso, o espirito cientifico deve
lutar sempre contra as imagens, contra analogias, contra metaforas”.

Quando da representacio de uma reta paralela passando por um ponto,
na Geometria Euclidiana, obtém-se a existéncia de uma tnica reta paralela. Na
Geometria Hiperbolica, ao representar uma reta paralela passando por um
ponto, podem-se obter infinitas retas paralelas que passam por esse ponto. As
representacoes de retas paralelas nesses dois modelos sio distintas. Porém, o
conceito de reta paralela é o mesmo. Por esse motivo, deve-se ter cuidado, ao
fazer generalizacGes e ao usar imagens, uma vez que elas podem conduzir a
erros e a enganos na compreensio de teorias.

A anilise da histéria e da construcdo das Geometrias ndo Euclidianas
permite a observacdo de que, ao longo de quase dois mil anos, os matematicos
e as pessoas envolvidas com esses estudos geométricos encontraram obstaculos
e resisténcias que dificultaram a construcdo e o entendimento das Geometrias
nao Euclidianas (Boyer, 1999; Eves, 1992). Tem-se por hipétese que essas
dificuldades, esses obsticulos também se manifestem nos professores/alunos,
quando estudam esses conteudos.

Dificuldades e obstaculos epistemoldgicos identificados durante o

Zetetiké — FE/Unicamp — v. 22, n. 42 — jul/dez-2014



21

estudo da Geometria Hiperbdlica por meio do modelo do disco de
Poincaré

Antes de iniciar as atividades com o GeoGebra, apresentou-se uma
introdugdo de alguns resultados da Geometria Hiperbdlica, que podem ser
observados no Modelo do disco de Poincaté e, por isso, no decorrer deste texto,
serd assim denominado. Para construir o modelo, este matematico usou
elementos da Geometria Euclidiana.

Os pontos desse modelo sao pontos no sentido de Euclides. O plano ¢,
por definicdo, o interior de um circulo euclidiano, ou seja, se O ¢ o centro de
uma circunferéncia euclidiana qualquer e OR um de seus raios, o plano no

modelo hiperbdlico é constituido por todos os pontos P tais que OP< OR. A
circunferéncia (que, por definicio, nio faz parte do plano) ¢ chamada de
horizonte.

A reta no modelo do disco de Poincaré, por defini¢do, sdo as cordas (sem
os extremos) que passam pelo centro O, isto ¢, os diametros; e os arcos de
circunferéncias sem os extremos, ortogonais ao horizonte®. No decorrer do
texto, as retas hiperbolicas serdo chamadas de h-retas.

Os pontos de intersecgdo das retas hiperbélicas com o horizonte, ou seja,
os pontos F, G, I e K, na Figura 2, ndo pertencem ao plano hiperbdlico e sio
chamados de pontos ideais das h-retas AE e CD, respectivamente, e, segundo
a definicdo de métrica definida neste modelo (também discutida no minicurso
e apresentada posteriormente neste texto), estao no “infinito”.

Figura 2 — h-retas AE ¢ CD no modelo de Poincaré

G

- =
> [ Ss

¢Ortogonal significa que as duas curvas (o horizonte e o arco) formam um édngulo reto, no
ponto de intersecio.
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Fonte: Autores deste texto

Um dos primeiros obsticulos que os professores participantes
encontraram foi no entendimento do que ¢ o plano nesse modelo: tiveram
dificuldades em compreender que o plano hiperbdlico ¢ infinito, tendo em vista
que o plano ¢ o interior do circulo euclidiano. Nos trechos que seguem, os
ministrantes serdo denotados por M, e os professores participantes da pesquisa,
pot P. M1 questiona os professores sobre a existéncia do plano hiperbdlico:

M1: E esse plano é finito ou infinito?
P1:Qual?

M1: O plano hiperbdlico.

P1:Finito.

M1: Finito?

P1:Sim.

Para o professor P1, o plano hiperbdlico, pelo fato de o plano ser o
interior do circulo, deve ser limitado e, dessa forma, finito. P1 ndo atentou para
a definicdo de plano, apontada anteriormente, e baseou-se na representacio
geométrica apresentada. Além disso, a “nova representacio” de plano causou
espanto, ja que, no modelo de Poincaré, podem-se “ver” os pontos no infinito,
o que nio acontece na Geometria Euclidiana, por exemplo.

Nesse contexto, destaca-se que os conceitos e as propriedades da
Geometria Euclidiana exercem forte influéncia, quando se tenta mostrar uma
nova Geometria. Nesse caso, um conhecimento geral, tido como unico e geral,
constitui um obstaculo no entendimento de novos conceitos.

Outro obstaculo observado foi em relacao as h-retas. A professora P2,
apos a construcido de uma h-reta, ficou em duvida se o arco construido, ou seja,
uma h-reta, era, de fato, ortogonal ao horizonte do plano hiperbdlico:

P2:N&ao parece, mas € 90

M1: Nao parece?

P2: Nao parece, se a gente olhar sé o segmento, vdaé
nunca que vai dar 90

[-]

P2:Sabe o que confunde: esse angulo ta estranholdtigau,
da a impressédo que nao é 90.

P2:Aqui no meu eu diria que dava uns 92 [...] d& arespéo
gue ndo da 90 de jeito nenhum.

Observa-se a dificuldade de P2 aceitar o fato de o arco ser ortogonal a
circunferéncia. A representa¢io de ortogonalidade nio ¢é aquela a qual ela esta
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habituada, ou seja, um angulo reto entre duas retas euclidianas. Neste caso,
percebe-se que uma “nova representagao” se torna um obstaculo verbal: “um
caso em que uma Unica imagem, ou até uma unica palavra, constitui toda a
explicacao” (Bachelard, 1996, p. 91).

Na sequéncia, a professora P3 questiona M1 se o objeto construido ¢é
uma reta:

P3:1Isso é reta?
M1: Essa é uma h-reta no modelo de Poincaré.
P3:E uma reta que nao é reta.

[-]

P3:A gente que chama ela de reta, mas na verdade xiéie e
iSso no espaco dele.

M1: De quem?

P3:Do Poincaré?

M1: Existe, e reta, por definicdo, é isso. Sdo arcasgomais
ao circulo euclidiano.

Ao falar que “é uma reta que nio ¢é reta’, a professora P3 usa a nogao de
reta do senso comum, ou seja, para ela, a palavra “reta” expressa todo o
significado de um objeto geométrico, dificultando o entendimento de que
aquele objeto geométrico, um arco da circunferéncia na Geometria Euclidiana,
¢ uma reta no modelo hiperbdlico. Sobre as retas, Poincaré (1995) expoe que,

no espago, conhecemos triangulos retilineos dos quais a soma dos
angulos ¢ igual a dois angulos retos; mas conhecemos igualmente
tridngulos curvilineos dos quais a soma dos 4ngulos é menor que
dois angulos retos. A existéncia de uns nao ¢ mais duvidosa que
a dos outros. Datr aos lados dos primeiros o nome de retas ¢é
adotar a geometria euclidiana; dar aos lados dos ultimos o nome
de retas é adotar a geometria nio euclidiana. Assim, perguntar
que geometria convém adotar é perguntar a que linha convém dar
o nome de reta (Poincaré, 1995, p. 41).

Poincaré (1995) destaca ainda que a experiéncia nio resolve tal questio e
que, quando se descreve que a reta euclidiana “é uma reta verdadeira” e a reta
nao euclidiana “nao é uma reta verdadeira”, o que se quer dizer ¢ simplesmente
que a primeira ideia intuitiva de reta corresponde a um objeto mais notavel do
que a segunda. No caso da representacdo de h-retas, observa-se novamente um
obstaculo verbal.

O conceito de angulo entre h-retas também foi apresentado para aos
professores. No modelo de Poincaré, quando duas h-retas se interceptam em
um ponto, elas formam um angulo, e a medida desse angulo &, por definigio, a
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medida do angulo formado pelas retas euclidianas que sdo tangentes aos arcos
(h-retas) no ponto em que estes se interceptam, conforme Figura 3.

Figura 3 — Angulo entre as duas h-retas CE ¢ CD

Fonte: Autores deste texto

Ap6s a explicagdo e a apresentacio, por meio do GeoGebra, de como
encontrar um angulo entre duas retas no modelo de Poincaré, solicitou-se que
os professores encontrassem o angulo entre duas h-retas. Porém, o que se
observou foi que eles realizaram a atividade como se estivessem na Geometria
Euclidiana:

M1: Alguém tem alguma ideia de como vai calcular o &ofu
P4:Angulo.

M1: Eu quero calcular o angulo formado por essas dedss
hiperbdlicas.

P4:Seleciona angulo. E depois E, C, D.

M1: E, C, D?

P4:E! E, C, D [..] é sentido horério.

]

M1: E isso, sera? E esse angulo que eu acabei de aafcul
P5:Esse tem que ser hiperbdlico mesmo.

M1: E aqui € o qué?

P5:Euclidiano.

M1: Ele é euclidiano, eu ndo posso calcular esse angssom.

Mesmo ap6s terem visto a definicdo de angulo no modelo de Poincaré,
os professores ainda pensavam como se estivessem calculando o angulo na
Geometria Euclidiana. Esse fato evidencia a dificuldade que eles tém em se
desprender dos conceitos e das definicbes dessa Geometria, o que, por seu
turno, sinaliza um obstaculo no entendimento de novos conceitos.

Pela necessidade de tornar o segundo postulado da Geometria
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Hiperbdlica (que coincide com o segundo postulado da Geometria Euclidiana)

verdadeiro, Poincaré definiu uma métrica em seu modelo. A distancia entre dois

pontos A e B, no modelo explorado ¢, por definigio, dada pela seguinte equagao:
AU«BV - S

d(A,B) = |ln oo 12 qual U e V sao pontos ideais da h-reta AB. A

operacio definida por L é a multiplicacio usual de nimeros reais, e as medidas

AU, BV, AV ¢ BU sio as medidas dos segmentos euclidianos AU, BV, AV e
BU, respectivamente.

Poincaré usou essa métrica para construir um plano infinito (plano
hiperbélico), em um espaco limitado (circulo euclidiano). Note-se que a métrica
construida por Poincaré permite que, quando os pontos A e B se aproximarem

dos pontos ideais, o valor das medidas AV e BU diminui e,
consequentemente, o logaritmando aumenta. Assim, a fun¢do distancia tende

ao infinito. Quando os pontos A e B se aproximam, o valor das medidas AU

e BV se aproxima das medidas de AV e BU e, dessa forma, o logaritmando
tende ao numero 1, o que ocasiona, depois da aplicac¢do da funcdo logaritmica,
uma distancia que tende a zero.

Quando questionados sobre como ¢é calculada a distancia entre dois
pontos nesta Geometria, o professor P3 sugeriu:

P3:Ndo seria mais facil encontrar essa reta ai, de B até U; no
caso, é uma reta?

M1: Sim.

P3: Ela ndo vai ser a parte de uma circunferéncia, &g B?
N&o daria para nds encontrarmos o centro dessa
circunferéncia através de dois pontos e ai trabatizen o
glorioso Pi? N&o ficaria mais simples?

O professor P3 questiona M1 se ndo seria possivel encontrar a distincia
usando a ideia do comprimento de um arco. Nesse momento, evidencia-se a
dificuldade dos professores em compreender que o arco de circunferéncia
representado é uma h-reta. Para o professor P3, esse arco era um arco
euclidiano e seria perfeitamente possivel calcular o comprimento do arco para
saber a distancia entre os pontos A e B. Percebe-se que existe uma
“contaminacio” pela representacio e pelos conceitos da Geometria Euclidiana,
0 que, neste caso, indica um obstaculo epistemolégico — conhecimento geral —
no entendimento da Geometria Hiperbdlica.

Apbs estudar os angulos no modelo de Poincaré, passou-se para a analise
das retas paralelas nesse modelo, as quais, assim como na Geometria
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EBuclidiana, ndo possuem qualquer ponto em comum. Os professores
construiram algumas h-retas e, depois, foram questionados sobre quais e
quantas eram as paralelas. Na Figura 4, a seguir, apresentam-se algumas h-retas:

Figura 4 — h-retas paralelas

V

Fonte: Autores deste texto
M1: Quem que é paralela a quem ai?
P4: Quem que é paralela?
ML: E.
P4: E sempre o [...] essa aqui é paralela a essa, essa é paralela
a essa (a professora mostra com quais retas sao paralelas).
M1: Isso [...] essa aqui é uma paralela, essa, essa [...] ja tem
trés.
P4: Tem bastante, né?
M1: Infinitas?
P4: Infinitas retas paralelas.
M1: O que na euclidiana ndo acontece.
P4: E, ld ele diz que s6 tem uma reta paralela.

Na Figura 4, as h-retas EF ¢ EG passam pelo ponto E e sio paralelas a
h-reta CD. Ainda nessa figura, a h-reta HI também ¢é paralela a h-reta CD. A
maioria dos professores nio teve dificuldades em observar as retas paralelas no
modelo de Poincaré. Quando questionada sobre quais retas eram paralelas, a
professora P4 surpreendeu-se com a quantidade de retas que encontrou.

Por fim, construiu-se um triangulo hiperbdlico (ver Figura 5) e
questionou-se qual deveria ser a soma das medidas dos angulos internos. Nesse
momento, alguns responderam que a soma era menor do que 180°, outros
responderam que nao era, e houve ainda aqueles que ficaram em davida. Como
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os professores niao estavam convencidos de que a soma das medidas dos
angulos internos de um triangulo hiperbélico fosse menor do que 180°,
solicitou-se que eles encontrassem os angulos e, posteriormente, calculassem a
soma dos angulos internos, a fim de verificar qual era o valor.

Figura 5 — Triangulo hiperbdlico ABC

a+p+y=15224°

Fonte: Autores deste texto

No didlogo a seguir, M1 questiona os professores a respeito da soma dos
angulos internos de um triangulo:

M1: A soma dos dngulos que vocés calcularam ai é maior,
menor ou igual a 180°?

P5: Menor:

P6: Acho que é menor.

M1: Vamos calcular pra ver quanto que deu.

[-1

M1: Achou o 180?

P5: 179.1.

M1: Sera que chega até 180?
PS5: Nao, eu sei que ndo chega.

No didlogo acima, os professores P5 e P6 discutem com M1 se a soma
das medidas dos angulos internos do triangulo é menor que 180° e se pode ser
igual a esse valor. Depois de movimentar os vértices do triangulo, P5 observa
que ndo é possivel obter um triangulo cuja soma das medidas dos seus angulos
internos seja igual a 180°.

Durante o minicurso, os professores apresentaram dificuldades,
inclusive, com os conceitos da Geometria Euclidiana, a saber: nos casos de
congruéncia e semelhanca de tridngulos; nas nogdes de retas, semirretas,
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segmentos de retas; nas propriedades das retas tangentes e paralelas; na
definicdo de angulos e angulos entre retas; e nas construgdes geométricas.
Acredita-se que esse fato tenha dificultado o entendimento e a aceitagio da
Geometria Hiperbolica.

Consideracoes

O estudo do modelo do disco de Poincaré permitiu identificar algumas
dificuldades e obsticulos que impedem a compreensao dos conceitos da
Geometria Hiperbdlica. Acredita-se que uma das causas tenha sido,
principalmente, o fato de os professores acreditarem que as representagdes dos
objetos geométricos sejam, de fato, o préprio objeto, como aconteceu no caso
da h-reta. Outro motivo que dificultou o entendimento do modelo exposto foi
o fato de a maioria dos professores acreditar que a Geometria Euclidiana ¢ a
unica Geometria possivel. Também se destaca o desconhecimento de alguns
conceitos e resultados da prépria Geometria Euclidiana.

O fato de a maioria dos professores conhecer somente a Geometria
Euclidiana e acreditar que ela é a unica possivel tornou-se um obstaculo
denominado de “conhecimento geral”. Observou-se ainda que os professores
tiveram dificuldades em abandonar os conceitos e as definicées da Geometria
Euclidiana, como um conhecimento geral.

Destaca-se que as representagdes de retas, tridngulos, retas paralelas,
angulos, etc., na Geometria Hiperbdlica, sio diferentes da Geometria
EBuclidiana. Os professores estio familiarizados com as representagoes
euclidianas, e uma “nova representagdo” apontou um obstaculo verbal: “um
caso em que uma Unica imagem, ou até uma Unica palavra, constitui toda a
explicacao” (Bachelard, 1996, p. 91).

O uso de palavras que se acredita expressarem toda explicagdo do objeto
geométrico também permitiu identificar um obsticulo verbal. Nesse caso, os
professores usaram o entendimento da palavra “reta”; por exemplo, do senso
comum, ou seja, qual reta deve ser um “objeto geométrico reto”.

Acredita-se que, para compreender as Geometrias nao Euclidianas, o
professor terd que romper com a ideia de conhecimento geral, uma vez que “o
progresso do espirito cientifico se faz por rupturas com o senso comum, com
as opinides primeiras ou as pré-no¢oes de nossa filosofia espontanea” (Japiassu,
1986, p. 70).

O fato de os professores terem participado do minicurso nio garante a
compreensao e a aceitagdo das Geometrias nao Fuclidianas. Salienta-se que,
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para superar os obstaculos e as dificuldades, serd necessaria uma formagio
continuada adequada, na qual o professor possa rever e aprender novos
conteddos e metodologias.
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