75

Geometrias na segunda fase do ensino
fundamental: um estudo apoiado na
epistemologia genética
Jodo Debastiani Neto* , Clélia Maria Ignatins Nogneird® , Valdeni Soliani Franco®

Resumo: A teoria de Piaget se destaca na investigacdo da construgdo do espaco pela crianga,
incluindo a forma como ela o percebe e o representa. Segundo Piaget e Inhelder, no dominio das
geometrias, a crianca estabelece primeiro as relagdes topoldgicas para, posteriormente, construir
simultaneamente as relagdes projetivas e euclidianas. Contudo, de acordo com as Diretrizes Curriculares da
Educagio Bdsica de Matemitica do Estado do Parand, as geometrias nio euclidianas sio apresentadas aos
alunos em uma ordem distinta daquela descrita por Piaget. Assim, o presente trabalho tem como
objetivo identificar o0 modo como criangas entre 8 ¢ 12 anos mobilizam algumas das ideias basicas a
construcdo de conceitos geométricos durante a resolugdo de situagdes-problema. Acredita-se que esta
pesquisa vem dar subsidios para confirmar a inclusio das Geometrias nao Euclidianas nas Diretrizes
Curriculares. A fundamentacio tedrica advém da Teoria da Construgio do Espaco, de Jean Piaget e

Barbel Inhelder, e da Teoria dos Campos Conceituais.

Palavras-chave: Construcéo do espaco. Geometrias ndo Euclidianas. Ensino de Matematica.

Geometry in the Secondary Education: a study
based on Genetic Epistemology

Abstract: Piaget's theory stands in investigating the space construction by the child, including the way
she or he perceives and represents it. According to Piaget and Inheldet, in the field of geometry, first,
the child establishes topological relationships to, later, build both projective and Euclidean relations.
However, according to the Basic Education Curriculum Guidelines for Mathematics in the State of
Parand, the non-Euclidean geometries are presented to students in an order other than that described by
Piaget. Thus, this study aims to identify how children between eight and twelve mobilize some of the

basic ideas for geometrical concepts construction during resolution of problem situations. We believe
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that this research will provide framework to confirm the inclusion of non-Euclidean geometries into
Curriculum Guidelines. Our theoretical foundation results from the Theory of Construction of Jean

Piaget and Barbel Inhelder and Conceptual Fields Theory.

Keywords: Construction of the space. Non-Euclidean geometries. Teaching Math.
Introducao

A construcdo da nogao de espago na crianga é uma tematica ampla e
complexa. Inicialmente, na medida em que a evolugao das diversas formas de
pensamento da crianga ¢ de natureza a nos informar sobre o mecanismo da
inteligéncia e sobre a formag¢ao da razao humana em geral, o problema do
espaco apresenta uma importancia primordial. Ha séculos, filésofos e
psicologos discutem sobre a natureza do espago, chegando a diferentes
respostas. Para alguns, a natureza do espaco ¢ empirica, devido a intuicao
perceptiva e figurada; para outros, sua natureza ¢ dada a priori, ou ainda,
operatoria, etc.

Nessas discussdes, encontram-se diferencas entre as diversas
interpretagcdes da percepgao espacial. Por um lado, existem epistemologias
que consideram o espaco como uma “forma da sensibilidade” e, por outro,
teorias que consideram ser ele elaborado por meio da dedugiao geométrica,
abordada como atividade puramente do intelecto do sujeito.

Durante quase todo o século XIX, as explicagdes sobre a natureza do
espago se sustentavam nas diferentes formas de compreender como o sujeito
percebe o objeto fisico, oscilando entre o apriorismo e o empirismo.
Existiram outras orientagoes filosoficas sobre a construg¢ao do espago, que
nao serao abordadas aqui, pois optamos por apresentar aquelas que ocupam
posi¢oes extremas com relacio a natureza do espago e que sao contestadas
pela teoria piagetiana e pelo interacionismo kantiano, citado inumeras vezes

por Piaget.

Na visao de Piaget, o conhecimento nao pode ser visto como centrado,
a priori, NO sujeito, ou mais precisamente nas suas estruturas cognitivas, pois
estas sdo o resultado de uma construgao continua; e nem tampouco no
objeto, pois a percepgao destes depende daquelas. Este é um ponto-chave
para o entendimento da obra piagetiana. S6 existe conhecimento porque
existe uma construgdo por parte do sujeito que conhece. Mas essa construgao
nao acontece no sentido idealista nem no sentido empirista. Nao devemos

Zetetiké — FE/Unicamp — v. 21, n. 40 — jul/dez 2013



77

negar a existéncia de uma realidade externa ao sujeito que pensa (como fazem
os idealistas), nem tampouco afirmar ser essa realidade independente (do
ponto de vista do sujeito que conhece) do sujeito cognoscitivo (como fazem
os empiristas). O que é chamado de realidade depende do modo como a
informagao proveniente do mundo exterior (ao sujeito) ¢é interpretada
(desconstruida/reconstruida) pelo individuo.

Na explicagao piagetiana, o conhecimento nao é consequéncia direta da
percepgao dos objetos, nem esta determinado pelo sujeito consciente que se
apropria dele: ndo ¢é, portanto, propriedade dos objetos nem dos sujeitos, mas,
sim, o produto de relagoes estabelecidas entre sujeito e objeto.

Podemos dizer que Piaget concorda com o interacionismo proposto
por Kant para explicar a possibilidade do conhecimento; entretanto, na
concepgao piagetiana, as relagOes entre o sujeito e 0 meio consistem em uma
interagao tao intensa, de modo tal que a consciéncia nio comeg¢a nem pelo
conhecimento dos objetos nem pelo da atividade do sujeito, mas, sim, por um
estado indiferenciado. E ¢ desse estado indiferenciado que derivam dois
movimentos complementares: um de incorporagao das coisas ao sujeito
(assimilagdo) e o outro de acomoda¢io do sujeito as proprias coisas, num
constante processo de interpenetracio que estabelece, entdo, ser o
conhecimento nao um estado, mas um processo.

Nesta concepgdo construtivista, o sujeito é ativo em sua esséncia.
Segundo Becker (1994, p. 21):

Falar em sujeito ¢ falar em atividade, fundamentalmente
assimiladora. O sujeito epistémico s6 o é na medida em que ele
se constitui como tal. E ele se constitui como tal pela
assimila¢do e pela acomodac¢ido combinadas. Rejeita-se, portanto,
da forma mais radical que se possa imaginar, um sujeito passivo,
tanto no que se refere a hipotese apriorista, quanto a hipétese
empirista. O sujeito em geral e, por consequéncia, o sujeito
epistémico, ¢ sujeito na medida em que ele se faz, na medida em
que cle se constitui como um conjunto de relagoes, e ndo na
medida em que ¢ dado.

Ao conceber a possibilidade do conhecimento como um interacionismo
construtivista, Piaget concorda em parte com a tese kantiana; entretanto,
discorda que o espaco seja a priori, como acreditava Kant. Para o mestre
genebrino, nao existiriam as categorias da razdo estabelecidas no kantismo:
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espago, tempo, objeto e causalidade seriam condi¢oes de compreensio do
mundo, mas nao dados « priori, e, sim, construidos pelo sujeito.

Para confirmar sua tese, Piaget (1973) recorre a psicologia infantil. Ao
nascer, o bebé¢ inicia o processo de adaptacio ao mundo real. O mundo dos
primeiros dias e meses ¢ uma totalidade cadtica que lhe impde estimulos
sonoros, luminosos, corporais, etc. E no funcionamento dos reflexos que o
bebé organiza esta realidade: o que é para sugar, para prender, para olhar, etc.
E a partir de esquemas muito primitivos, quase puramente organicos, que irdo
se desenvolver as relagdes espaciais, temporais, causais e de conservagao.

Piaget (1979) estuda, a partir da perspectiva de construgao do objeto,
do espago, da causalidade e do tempo, as rea¢Oes das criangas durante os dois
primeiros anos de vida e conclui que a constru¢ao do espaco acompanha o
desenvolvimento cognitivo da crianga como um todo.

Segundo Piaget (1975), a construgdao do espago ocorre simultaneamente
ao desenvolvimento cognitivo da crianca e a sua evolugdao bioldgica. Para
Piaget e Inhelder (1993), as primeiras relagdes espaciais estabelecidas pela
crianga sdo topologicas, e a partir delas é que sao estabelecidas
simultaneamente as relagoes projetivas e euclidianas.

As relagGes topologicas se referem as nogoes de vizinhanga, separagao,
interior e exterior, com a utilizagao de expressdes como “dentro”, “fora”; “ao
lado de”, “vizinho de”, “regiao”, “continuo” e “descontinuo”. As localizagoes
que podem ser feitas, utilizando essas relagdes, ndo variam de acordo com o
ponto de vista do observador. Por exemplo, se uma crianga esta dentro de
uma roda de criangas, ela esta no interior da roda tanto para ela quanto para

seus companheiros (Nogueira, 2005).

Ainda de acordo com Nogueira (2005, p. 88-89), como desdobramentos
das relagdes topolodgicas, surgem as projetivas, que requerem um grau maior
de sofisticagao. As nog¢oes de “direita”, “esquerda”, “em cima”, “embaixo”,
“na frente”, “atras”, etc., exigem que a crianga seja capaz de fixar um ponto
de referéncia para localizar os elementos. Essas relagdes variam de acordo
com o observador, ou seja, sao relativas.

Ao contrario do que parecem, as nog¢bes de direita e esquerda
nio constituem um conhecimento social, isto é, um contetdo a
ser ensinado, mas uma operagio mental que exige a
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reversibilidade do pensamento, dependendo, portanto, de
diversas a¢Oes para serem adquiridas.

As relacOes euclidianas (que sao estabelecidas em conjunto com as
projetivas) referem-se as localizagGes e as medidas, envolvendo nocdes de
comprimento, area e volume.

Essas trés categorias de relagdes espaciais complementam-se, em um
constante processo de interpenetracio, que comeca pelas topologicas,
construidas pelas criancas desde muito pequenas. Estas vao se tornando
capazes de estabelecer relacbes cada vez mais complexas, até chegar as
euclidianas, que exigem um alto grau de abstragiao. Além disso, dentro de um
mesmo tipo de relacdo, os conceitos obedecem a determinada gradagao.
Assim ¢ que, nas euclidianas, por exemplo, primeiramente sao construidos os
conceitos de comprimento e medida, depois o de area e, finalmente, o de
volume (Nogueira, 2005).

Algumas caracteristicas da topologia aplicam-se bem ao espaco
primitivo da crianca. Aspectos como ignorar distancias e angulos, se
preocupando com corpos deformaveis, mas sem rupturas, sao observados
nos primeiros meses de vida do sujeito. Geneticamente, o espago topoldgico é
o primeiro a se constituir. Dele derivam tanto o espaco euclidiano quanto o
espago projetivo, os quais se constroem paralelamente um ao outro, sendo
simultaneamente distintos e solidarios.

As primeiras intuicdes geométricas nas criangas sao constituidas, de
acordo com Kobayashi (2001), por relagdes de vizinhanga, separagao, ordem,
envolvimento e continuidade.

Todas essas relagbes descritas anteriormente constituem-se passo a
passo, entre elementos de uma mesma figura ou de uma mesma configuragao
estruturada por elas e sio independentes das deformacSes das formas em
jogo, as quais nao comportam conservacao, nem distancias, nem mesmo retas
e angulos.

Segundo Piaget e Inhelder (1993), o espaco topoldgico ¢ interior a
figura. Ele exprime suas propriedades intrinsecas. Esse espaco nao ¢é,
portanto, um espago total que engloba todas as figuras: sua construgao
comegca pela constituicdo dos objetos mesmo, com seu espago interior, antes
de se estender até as relagdes dos objetos entre si, num quadro mais vasto.
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Ainda como resultado de suas investiga¢oes, Piaget e Inhelder (1993)
afirmam que, por volta dos 6 e 7 anos de idade, as criangas ja come¢am a
adquirir dominio das rela¢Ges projetivas e euclidianas; ou seja, a partir dessa
fase, sua percep¢ao permite a constitui¢ao de geometrias que contemplem o
espago exterior ao sujeito e, assim, este passa a observar as transformagoes
das figuras em suas varias projecoes.

Com o espago projetivo e euclidiano, o grande desafio para o sujeito
estd em situar os objetos e suas configuracGes uns em relagido aos outros,
segundo sistemas de conjunto, seja em projecOes e perspectivas, seja em
coordenadas dependentes de certos eixos, implicando a conservagao das retas,
dos angulos ou das distancias.

O espago projetivo se constitui quando o objeto ou sua figura nao sio
mais encarados em si mesmos, mas segundo o ponto de vista do sujeito. As
relagGes projetivas, conforme Piaget e Inhelder (1993), sio as que permitem a
coordenagao dos objetos entre si, relativamente a pontos de vista
determinados. As nog¢des de espago (esquerda ou direita, acima ou abaixo,
frente ou tras) viao se desenvolvendo na crianga progressivamente, até a
liberagio do egocentrismo. Com isso ela consegue uma coordenagao dos
pontos de vista, por meio do agrupamento das rela¢cGes caracteristicas das trés
dimensdes do espago projetivo, ou seja, ela consegue, simultanecamente,
reconstruir o ponto de vista dos outros e diferencia-los do seu préprio.

O espaco euclidiano também deriva do espago topoldgico e constroi-se
paralelamente ao espago projetivo. Ele coordena os objetos entre si em
relagao a um quadro de conjunto ou a um sistema de referéncia estavel que
exige, desde o inicio, a conservagao tanto das distancias quanto das
superficies. As relacbes euclidianas, para Piaget e Inhelder (1993), sdo aquelas
que permitem localizar objetos em um sistema de referéncia, levando em
consideracao a conservacao das distancias e das dimensoes. Apesar de haver
diferencas entre os espagos projetivo e euclidiano, as relacbes projetivas
(perspectivas) nao precedem as relagoes euclidianas (medidas, coordenadas e
propor¢oes), nem o inverso. Ou seja, os dois sistemas sao construidos
simultaneamente, pois, quando a crianga consegue coordenar os pontos de
vista de um objeto é que ela chega a coordenar as distancias e, portanto, a
localizar objetos, tendo como referéncia um sistema de coordenadas.

Sendo assim, a organizagao gradativa das ideias geométricas segue uma
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ordem definida, iniciando-se pelas relagoes topolégicas de uma figura, para
mais tarde construir, de maneira simultanea, as projetivas e as euclidianas. No
entanto, nas Propostas Curriculares observamos que a primeira das
geometrias a ter seus conteidos expostos na Educa¢iao Basica ¢ a euclidiana; a
topologica e a projetiva aparecem em momentos posteriores.

De acordo com as Diretrizes Curriculares da Educagio Bdsica do Parand

(Parana, 2008, p. 49), entende-se por Conteudos Estruturantes “os
conhecimentos de grande amplitude, os conceitos e as praticas que
identificam e organizam os campos de estudos de uma disciplina escolar,
considerados fundamentais para a sua compreensdo. Constituem-se

historicamente e sao legitimados nas rela¢des sociais”.

Os conteudos estruturantes propostos nas Diretriges Curriculares (Parana,
2008) para a Educagao Basica da Rede Publica Estadual sio: Numeros e
Algebra; Grandezas e Medidas; Geometrias; Funcdes; e Tratamento da
Informacio. Para o Ensino Fundamental e Médio, o Conteudo Estruturante
Geometrias se desdobra nos seguintes conteudos:

Geometria plana;

Geometria espacial;

Geometria analitica;

Nocdes basicas de geometrias ndo euclidianas (PARANA, 2008,

p.55).
As geometrias, no Ensino Fundamental, tém o espago como referéncia,

de modo que o aluno consiga analisa-lo e perceber seus objetos, para, entao,
representa-lo. Neste nivel de ensino, o aluno deve compreender:

Os conceitos da geometria plana: ponto, reta e plano;
paralelismo e perpendicularismo; estrutura e dimensdes das
figuras geométricas planas e seus elementos fundamentais;
calculos geométricos: perimetro e drea, diferentes unidades de
medidas e suas conversdes; tepresentacio cartesiana e
confeccio de graficos;

Geometria espacial: nomenclatura, estrutura e dimensées dos
solidos geométricos e calculos de medida de arestas, area das
faces, area total e volume de prismas retangulares
(paralelepipedo e cubo) e prismas triangulares (base tridngulo
retangulo), incluindo conversdes;

Geometria analitica: nogdes de geometria analitica utilizando o
sistema cartesiano;
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Nocoes de geometrias ndo euclidianas: geometria projetiva
(pontos de fuga e linhas do horizonte); geometria topoldgica
(conceitos de interior, extetior, fronteira, vizinhanga,
conexidade, curvas e conjuntos abertos e fechados) e nocio de
geometria dos fractais (Parand, 2008, p. 56).

No Ensino Médio, devemos garantir ao aluno o aprofundamento dos
conceitos da geometria plana e espacial em um nivel de abstracio mais
complexo. Aprofundam-se os estudos das nogdes de geometrias nao
euclidianas, ao abordar a geometria dos fractais, a geometria hiperbodlica e
eliptica.

Notamos, entdo, que, de acordo com estas Diretrizes Curriculares, a
primeira das geometrias a ser trabalhada nas escolas ¢ a ecuclidiana,
contrariando a ordem genética das geometrias, estabelecida por Piaget, para
quem, conforme ja citado anteriormente, as primeiras intuicbes geométricas
nas criangas sao as topoldgicas (uma das geometrias nao euclidianas).

Entretanto, por causa da sua importiancia para a matematica e por
envolver ideias basicas passiveis de serem construidas bem antes do Ensino
Médio e Superior, como a de interioridade ou projecao, entende-se que a agao
pedagdgica acerca dos conteudos de geometrias pode ser iniciada muito antes
disso. Assim, esta pesquisa se propOs a investigar se criancas de 8 a 12 anos
identificam, compreendem e mobilizam algumas ideias basicas (continuidade,
vizinhanga, projecGes) para a constru¢do de conceitos geométricos
euclidianos ou nao euclidianos.

Considerando a importancia das geometrias para a matematica e para
outras areas, e as nossas teorias de sustentagao (Piaget, 1973; Vergnaud, 1990),
nossa hipotese é de que ideias basicas dessas geometrias podem e devem ser
construidas bem antes do momento em que sao apresentadas oficialmente
aos alunos. Entendemos também que esta pesquisa oferece subsidios para a
inclusaio de geometrias nao euclidianas nas  Diretrizes  Curriculares,
comprovando que elas podem ser apresentadas no nivel de ensino que nos
propusemos a investigar.

O problema e os objetivos da pesquisa

Sustentados teoricamente em Piaget e Inhelder, formulamos o
questionamento, a partir da hipotese inicial de que criangas da referida faixa
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etaria identificam, compreendem e mobilizam as ideias basicas para a
construcdo de conceitos geométricos euclidianos ou nao. Concordamos com
Vergnaud (1990), quando este estabelece que um conceito demora muito
tempo para ser construido; e, assim, nossa intenc¢ao foi mostrar que as ideias
basicas de geometrias podem e devem ser exploradas, ainda que de maneira
implicita ou informal, desde os anos iniciais do Ensino Fundamental. A
questdo que apresentamos, entdo, é: como trabalhar pedagogicamente essas
ideias, de maneira a favorecer a construgiao de conceitos geométricos mais
complexos, sejam eles euclidianos ou nao? Para isso foi necessario identificar
a forma como criangas que cursam o Ensino Fundamental mobilizam
algumas das ideias basicas a construgdo de conceitos geométricos durante a
resolucao de situagOes-problema, o que se transformou no objetivo geral
desta pesquisa.

Para a consecugio desse objetivo, foi necessario estabelecer algumas das
ideias basicas envolvidas em conceitos essenciais de geometrias e formular
situagOes-problema envolvendo tais ideias.

Entendemos que algumas das ideias basicas necessarias a construgao de
conceitos geométricos — sejam as geometrias em questao euclidianas ou nao —
sao as seguintes: as nogdes de ponto e do continuo, as operagoes de secgao,
distancias, caminhos fechados — angulos e triangulos, e conservagao de area.

Metodologia

Foram aplicadas cinco atividades compostas de situagdes-problema, que
se constituiram nos instrumentos de apoio para as entrevistas clinicas. A
pesquisa foi realizada com dez criangas de 8 a 12 anos de idade, em uma
escola particular localizada no municipio de Maringa, norte do Parana. Foi
escolhido tal colégio devido a facilidade de contato com sua diregao, uma vez
que um dos pesquisadores deste trabalho ja havia atuado ali como professor
no inicio do ano de 2010. Para melhor capta¢io dos pormenores, todas as
entrevistas e a aplicagdo dos exames piagetianos foram filmados, com
autorizagdo dos entrevistados e de seus responsaveis legais. Trata-se de uma
pesquisa qualitativa, na qual empregamos o Método Clinico Critico Piagetiano
e a entrevista semiestruturada, por entender esse encaminhamento como
viavel para a consecuc¢ao dos objetivos.

Em consonancia com o referencial tedrico adotado, optamos pelo
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Método Clinico Critico de Piaget, que consiste na realizacdo de entrevistas nas
quais o entrevistador faz perguntas a uma crianga e, baseado nas reagdes dela,
observa, levanta hipoteses a respeito de sua capacidade conceitual e continua
a fazer mais perguntas, de acordo com tais hipéteses. O Método Clinico
surgiu da necessidade, identificada por Piaget, de elaborar uma técnica de
pesquisa que nao fosse extremamente rigida como o teste padronizado e, ao
mesmo tempo, utilizasse os beneficios da observagao, facilitando a realizagao
de experiéncias, de avaliagao da inteligéncia das criangas que integravam seu
universo de pesquisa (Wadsworth, 1984). Esse procedimento é conhecido
como “Método Clinico Critico” ou “método de exploragdao critica”, por
utilizar argumentacOes contrarias as afirmagdes do sujeito, captando nao
apenas a firmeza de suas convicgoes, mas também seu processo de
pensamento e a estrutura caracteristica de certo estadio de desenvolvimento.

A validade desse método se justifica porque ele se destina a decifrar os
dominios do pensamento infantil, a0 mesmo tempo em que possibilita uma
sistematizacao das condutas originais, muitas vezes imprevisiveis, do
pensamento da crianga. E por meio do Método Clinico Critico que temos a
possibilidade de investigar a forma como a crianga esta pensando sobre uma
determinada situagao, o que outros testes e a pura observacao nao permitem.

bl

Os protocolos utilizados foram elaborados depois do estudo tedrico e
das diversas corre¢oes de percursos realizadas apds aplicagdo de “pré-testes”
ou pilotos aplicados com algumas criangas. Devemos esclarecer que, pela
propria natureza do Método Clinico, os protocolos nao foram rigidos; houve
alteragdes sempre que o sujeito indicou caminhos nao previstos inicialmente.
Existiu, contudo, o direcionamento continuo do desenvolvimento das
entrevistas, de maneira a ser possivel investigar o que pretendemos.

Como o objeto de estudo deveria ser a identificagao das relagoes
estabelecidas pela crianga, era fundamental que ela descrevesse, da maneira
malis fiel possivel, os raciocinios utilizados na solugao das situacdes propostas,
o que nao seria possivel apenas mediante a observagio e a analise da
produgao escrita. Dessa forma, fizemos essa op¢ao, em razao da necessidade
de englobar a ideia do subjetivo, considerando nao apenas o que ¢ verbalizado
pelo entrevistado, mas também aquilo que é omitido por ele.

Zetetiké — FE/Unicamp — v. 21, n. 40 — jul/dez 2013



85

Local e selecao das criancas colaboradoras da pesquisa

A selecao das criangas foi feita em conjunto com a diretora do colégio.
Foram entregues a ela os termos de consentimento para a eventual filmagem,
que seriam posteriormente repassados aos responsaveis das criangas. A
selecao foi realizada de acordo com os seguintes critérios:

= Jdade entre 8 ¢ 12 anos.

* Criangas que frequentassem diariamente a escola.

* Criangas que nao apresentassem laudo médico relativo a problemas
cognitivos.

* Criangas que nao tiveram contato com as geometrias nao euclidianas
formalmente como conteudo escolar.

A opgao pela faixa etaria dos 8 aos 12 anos se deu em razdo de que as
Diretrizes Curriculares do Estado do Parand estabelecem que conteudos basicos de
geometrias nao euclidianas, particularmente nogoes topologicas, devem ser
apresentados as criangas na segunda fase do Ensino Fundamental,
aprofundando-os e complementando-os, no Ensino Médio, com alguns
conteudos pertinentes a outras geometrias. Entretanto, a psicogenética afirma
que os sujeitos comegam, bem antes dessa idade, a construir e representar o
espago, estabelecendo relagbes topoldgicas. As estruturas cognitivas acerca
dos sistemas de coordenadas que sdo essenciais ao estabelecimento das
relagdes projetivas sao construidas por volta dos 8 anos de idade, e com 12
anos (inicio do estadio operatério formal) ocorre a elaboracio de nogdes
euclidianas e projetivas, a fim de formalizar as no¢Ges ja construidas nos
estadios anteriores.

Para representar uma crianga, foram aqui utilizadas as trés letras iniciais
do seu nome e, entre paréntesis, a sua idade; por exemplo, se uma crianga se

chama Maria e tem nove anos e quatro meses, ela sera representada pelo
simbolo MAR (9:4).

Os exames

Com base no estabelecimento das ideias basicas que foram investigadas,
buscamos referenciais teéricos que pudessem subsidiar a elaboragiao das
situagbes-problema que se constituiram em instrumentos de suporte para as
entrevistas.

Zetetiké — FE/Unicamp — v. 21, n. 40 — jul/dez 2013



86

A escolha recaiu nos seguintes textos: A representagio do espago na crianga,
de Piaget e Inhelder (1993); The childs conception of geometry de Piaget, Inhelder
e Szeminska (1960). Como orientacdo para utilizar o método Clinico Critico
Piagetiano, consultamos Praget para o professor da pré-escola e 1° gran, de
Wadsworth (1984). Das cinco provas aplicadas, a I, a II e a primeira parte da
V foram adaptadas dos livros citados anteriormente, e foram elaborados
especificamente para esta investigagao os exames III e IV, além da segunda
parte do exame V.

A ordem de realizacao dos cinco exames em cada entrevista foi: as
nogoes de ponto e do continuo; as operagoes de seccdo, distancias, angulos e
triangulos (superficie hiperbdlica); angulos e triangulos (superficie esférica); e,
por fim, a conservagao da area.

Os Instrumentos de Pesquisa
Primeiro exame: as no¢des de ponto e de continuo

Olyjetivos da atividade:

* Identificar quais as nog¢bes que a crianga tem sobre o ponto e o
continuo.

* Compreender o modo como a crianga concebe o seccionamento de
uma figura ou de uma reta até seus contornos ultimos.

® Identificar quais sio os procedimentos das criangas, referentes a
representacio da composicio e da recomposicio de figuras
geométricas.

Procedimentos:

Foi entregue a cada crianga uma folha de sulfite branco em que havia
um quadrado representado. Em seguida solicitamos a ela que desenhasse em
outra folha, agora em branco, um quadrado tdo pequeno que nio fosse
possivel desenhar outro menor. A seguir, em outra folha de sulfite em branco,
solicitamos que fizesse o maior quadrado possivel.

A intencdo dessas primeiras questoes, sem referenciar ainda nem o
continuo nem o ponto, era orientar o pesquisador sobre a capacidade do
sujeito de seriar ou encaixar grandezas.
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O mesmo procedimento foi adotado em relagao a um segmento de reta
que foi apresentado a crianga, impresso em uma folha de sulfite branca.
Inicialmente foi solicitado que desenhasse um segmento de reta medindo a
metade da medida do segmento inicial ¢ depois a metade da metade, e assim
por diante. Quando ele atingiu tamanhos tio pequenos, impossiveis de
ultrapassar pela representacdo grafica, foi indagado se nido poderfamos
continuar esses desenhos indefinidamente.

Tratava-se, pois, essencialmente, de questionar a crianga se existe ou
ndo o dltimo termo da particao e, se existe, qual a sua configuragao.

Como contraprova, investigamos a capacidade da crianga para
recompor o todo a partir de seus elementos. Para isso, perguntavamos a
crianga se poderia imaginar uma reta como constituida por um conjunto de
pontos. Para auxilia-la, sempre que necessario, era indicado que intercalasse
um ponto entre dois pontos marcados pelo pesquisador.

Segundo exame: as operagoes de seccao

Obyetivo da atividade:

* Identificar o modo como a crianga estabelece propriedades de um
determinado sélido geométrico a partir de um ponto de vista afastado,
isto ¢, estando situada em uma posicio da qual considera os solidos
geométricos tais como eles parecem desse ponto de vista
determinado.

Procedimentos:

Foi apresentado a crianga um cilindro em massa de modelar (ou um
prisma) ¢ uma faca grande e, antes de corta-lo transversalmente, isto ¢,
segundo um plano paralelo a base, foi solicitado que desenhasse em uma
folha de sulfite branca a forma que tomaria a superficie de cada sec¢ao. Para
tanto, encostamos a lamina da faca na massa, sem corti-la, mas indicando
com precisao tanto o lugar em que deveria ser feita a sec¢ao como a diregao
desta.

Nao imediatamente apos, mas durante o interrogatério, o pesquisador
formulava as mesmas questoes e adotava os mesmos procedimentos para uma
seccao longitudinal (perpendicular a base do cilindro, do prisma, etc.).
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Os solidos geométricos de massa de modelar apresentados as criancas
foram:

1) Um cilindro
2) Um prisma triangular
3) Uma esfera

4) Um anel formado por um cordao cilindrico de massa de modelar,
mas fechando-se em si mesmo (Figura 1)

Figura 1 — A representacdo de um anel cilindrico de massa de modelar.

Fonte: foto retirada pelos pesquisadores deste artigo

5) Uma estrela de quatro pontas com sec¢ao, seja de uma das pontas,
seja da extremidade de uma ponta a extremidade da ponta oposta, como
expoe a Figura 2:

Figura 2 — A representa¢io de uma estrela de quatro pontas de massa de modelar

Fonte: foto retirada pelos pesquisadores deste artigo

6)Um helicoide formado de um cordao de massa de modelar enrolado a
maneira de um caracol alongado ou de um saca-rolha, que podemos ver na

Figura 3:
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Figura 3 — Representa¢io de um helicoide em massa de modelar

Fonte: Foto retirada pelos pesquisadores deste artigo

Terceiro exame: distancias, angulos e triangulos (geometria

hiperbélica)
Objetivos da atividade:

Identificar se os alunos conseguem diferenciar distancias em uma
superficie plana das de uma nao plana.

Investigar se os alunos compreendem que a area de um triangulo
plano ¢ diferente da area de um triangulo hiperbdlico e a forma como
o fazem.

®  Procedimentos:

Foi apresentado para a crianca um objeto representando uma
pseudoesfera, como ilustra a Figura 4:

Figura 4 — Objeto representando uma pseudoesfera

W

Fonte: foto retirada pelos pesquisadores deste artigo

Em uma das trombetas existia uma fita amarela, que representava a
distancia entre dois pontos quaisquer nesta superficie. Em seguida, foi
colocada embaixo desse objeto uma folha sulfite branca, para assim ser
questionado: “Se fomarmos estes dois pontos, que utilizamos para medir o comprimento
da fita amarela, e fizermos dois furos na trombeta, perpendiculares a superficie da folha
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sulfite, projetando-os nesta, e depois medirmos a distincia entre eles (na superficie plana), o
comprimento da fita amarela que vamos utilizar para liga-los na folha sulfite é o mesmo ou
diferente da quantidade de fita utilizada na trombeta?”.

Na outra parte da trombeta existia uma representa¢ao de um triangulo,
conforme a Figura 5:

Figura 5 — A representacio de um tridngulo na superficie da pseudoesfera

Fonte: foto retirada pelos pesquisadores deste artigo

Primeiramente solicitamos a crian¢a que representasse, em uma folha
sulfite, exatamente o triangulo que ela observava. Em seguida questionamos:
“Quais as diferengas entre o triangulo que vocé acabou de representar e um triangmlo
Plano?”. “Vocé poderia diger qual deles possui regido interna maior?”. “Por qué?”. “E o
que acontece com 0s angulos internos deste triangulo?”.

Quarto exame: angulos e triangulos (geometria esférica)

Obyetivo da atividade:

* Investigar se as criangas percebem que, em uma superficie esférica, é
possivel o retorno ao ponto de partida, apés caminhar x metros em
direcio ao sul; x metros na direcido leste e mais x metros na direcao
norte, enquanto na superficie plana isso nao é possivel.

Procedimentos:
Apresentamos para a crianga a seguinte historia:

“Um urso saiu de sua casa e caminhou cem quilémetros ao sul. Depois
virou a leste e caminhou mais cem quilémetros em linha reta. Entio virou
novamente e caminhou por mais cem quilometros ao norte”.
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Em seguida foram entregues folhas de sulfite e uma esfera de isopor,
juntamente com uma caneta esferografica. Solicitamos a crianga que
esbogasse na folha de sulfite e na esfera de isopor o percurso do urso.
Indagamos entdo: “Seria possivel enr alguma das superficies o urso voltar a sua casa?”.
“Por qué?”.

Quinto exame: a conservacao da area

Objetivo da atividade:

Investigar em que momento as criangas percebem que ha conservagao
da area, isto é, independentemente da disposi¢ao das “casas” ou do
posicionamento dos cartdes, a area permanece inalterada.
Entendemos que, com base nesses dados, poderemos compreender
como as criancas mobilizam a ideia de conservacdo de area e observar
se atividades como essas podem favorecer a construcao da
conservagao para os que ainda nao a manifestaram.

Quinto exame: Primeira etapa

A atividade consistiu em mostrar as crian¢as duas placas de isopor,
representando duas pastagens. Em cada um desses campos foram colocadas
uma vaca, que iria usufruir dos pastos, e algumas casas, também de isopor,
dispostas em cada campo de maneira diferente. Em seguida, alteramos a
estrutura aparente dos campos, retirando ou rearranjando a posi¢ao das casas.
Sera que a crianga reconhecia a conservagao da area (quantidade de pasto),
apesar de as casas estarem dispostas de formas distintas, porém estando em
mesma quantidade, em ambos os campos?

Procedimentos:

Inicialmente colocamos uma vaca em miniatura, de plastico, em cada
campo (duas placas de isopor com as mesmas dimensoes), ¢ questionamos
qual dos dois pastos possufa mais grama para a vaca comer. Em seguida,
contamos a seguinte historia:

“Com o passar dos anos, ambos os campos foram sendo povoados, e
algumas casas foram construidas, porém, a disposi¢ao com que as casas foram
levantadas ¢ diferente em cada campo”.

Perguntamos novamente onde havia mais grama para a vaca comer. E
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por qué. Com base nas repostas obtidas, fomos modificando a disposi¢ao das
casas, sempre questionando sobre a quantidade de grama dos dois campos.

Quinto exame: Segunda etapa

Na segunda atividade, foram apresentadas para as criancas duas figuras
em papel cartdo: uma representando um trapézio isésceles (cor preta) e a
outra, um poligono seccionado em quatro partes (cor vermelha). O primeiro
objeto, de cor preta, era um recorte Gnico, isto é, que nao apresentava secgoes;
e o segundo, de cor vermelha, era seccionado em quatro partes distintas.

Primeiramente apresentamos, simultaneamente, a representacio do
trapézio preto e um arranjo das quatro partes do poligono de cor vermelha,
de forma que este formasse uma representacao de um poligono diferente do
trapézio isosceles. Em seguida questionamos qual dos dois objetos
apresentava maior area. Apos esta primeira parte, rearranjamos as partes do
poligono vermelho, de forma que este apresentasse dimensdes iguais a
representacao do trapézio preto, e ap0s, fizemos os mesmos questionamentos
aos sujeitos. Querfamos, dessa forma, analisar, por meio desses
questionamentos, se a crianca compreendia que, mesmo formando figuras
distintas, a area total dos dois trapézios continuava sendo a mesma.

Procedimentos:

Foram apresentadas para as criangas duas figuras em papel cartio que
representavam: uma, um trapézio isosceles de cor preta; e a outra, um
poligono formado por quatro partes de papel cartio de cor vermelha,
conforme ilustra a Figura 6:
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Figura 6 — Rearranjo das partes em vermelho para a comparagio das areas
1

Fonte: foto retirada pelos préprios pesquisadores deste artigo

Primeiro Momento:

Ap0s esta apresentagao, perguntamos qual das duas formas geométricas
(trapézio isésceles e um poligono formado com as quatro partes do papel
cartao) possuia maior area.

Segundo Momento:

Em seguida, posicionamos as quatro pecas do papel cartio em
vermelho, de forma que este fosse idéntico (com as mesmas dimensoes) ao
trapézio isésceles preto nao seccionado, como ilustra a Figura 7. Com base
nisso, questionamos qual dos dois apresentou maior area.

Figura 7 — Comparacio da medida das areas dos trapézios

Fonte: foto retirada pelos pesquisadores deste artigo

Terceiro Momento:

Para finalizar a atividade, rearranjamos novamente as quatro partes do
papel cartio em vermelho, de forma que este formasse um poligono
qualquer; e, assim, perguntamos novamente qual dos dois possuia maior area.
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Os procedimentos da pesquisa

Foi realizada uma entrevista individual com cada crianca colaboradora
da pesquisa, seguindo as orientagdes do Método Clinico Critico Piagetiano.
As entrevistas foram filmadas com uma camera digital, e os videos, assim
como os materiais produzidos pelas criangas, constituiram as informagdes
para analise. Cada uma das entrevistas — realizadas em salas cedidas pela
propria escola, com excelentes condi¢oes de luz e siléncio — durava
aproximadamente trinta minutos, com a aplicagdo dos cinco exames. Todas
foram filmadas com uma camera operada manualmente por um dos
colaboradores do projeto.

Cada situagdo-problema foi apresentada para crianga de forma oral e, se
ficasse constatado que a crianga nao tinha entendido o problema, era
explicado novamente o que se pedia para a situagao-problema. Também foi
explicado que ela poderia resolver as situagdes-problema livremente,
utilizando numeros, desenhos ou palavras. Apds a crianga ter feito suas
anotagoes referentes a resolugdao da situagdo-problema, ela era questionada
acerca dos procedimentos utilizados e levada a interpretar as notagdes
utilizadas. A conversa foi orientada por um roteiro semiestruturado, contendo
algumas questées predeterminadas, com a finalidade de direcionar as
explicagOes para os objetivos da pesquisa. Como cada exame tinha objetivos
especificos, esse roteiro era diferente para cada atividade, mesmo tendo em
vista que o objetivo principal era o de investigar como os estudantes do final
do Ensino Fundamental mobilizam as ideias basicas envolvidas nos conceitos
de geometrias euclidianas e nao euclidianas em situagdes-problema.

Analise dos exames aplicados

Primeiro exame: a no¢ao de ponto e do continuo

Das questdes que foram aplicadas neste exame, o que ficou mais claro
foi a dificuldade de cada sujeito em abandonar aquilo que era concreto e
conceber as figuras como infinitamente grandes ou infinitamente pequenas. A
investigagao realizada nos permitiu observar que a constru¢ao do continuo, a
qual se concretiza no nivel IV (préximo dos 12 anos), acaba por ser uma
sintese das relagdes topoldgicas elaboradas em niveis mais elementares;
possibilitou também compreender quao complexas sio as nog¢oes de ilimitado
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e de infinitamente grande e pequeno para a crianga.

O objetivo era investigar a forma como os estudantes do final do
Ensino Fundamental mobilizam as ideias basicas envolvidas nos conceitos de
geometrias euclidianas e nao euclidianas em situagoes-problema — e, em
particular, os conceitos de ponto e de continuo. Por meio desta atividade,
pudemos entender que os sujeitos conseguem mobilizar tais nog¢des em
situagOoes-problema, algo que Piaget e seus colaboradores ja tinham
observado. No entanto, a grande questio a discutit é a de como tais
estudantes conseguem mobilizar essas nogoes de ponto e de continuo nos
problemas.

Os resultados obtidos com esta atividade deixaram claro que, por volta
de 12 anos de idade, tais conteudos podem e devem ser trabalhados no
ambito escolar. De fato, sujeitos da sétima série do Ensino Fundamental
podem ser apresentados a nogoes basicas de objetos geométricos, utilizando
propriedades do infinitamente grande e infinitamente pequeno, composi¢ao e
decomposicio do todo a partir de suas partes. E possivel também instigé-los a
imaginar aquilo que ¢ abstrato, abandonando a ideia do concreto.

Para que isso possa ocorrer da forma mais natural possivel, sem
acarretar obstaculos didaticos aos alunos, algumas atividades como as que
acabamos de apresentar sio necessarias, porém ainda nio sao suficientes. O
que deve ficar como sugestao para os docentes ¢ que tais conceitos sao ainda
um tanto quanto confusos para os estudantes, porém, o uso do lidico e
questdes que os facam raciocinar em algo novo sio de fundamental
importancia para a constru¢ao de novas estruturas do pensamento.

Como as relagoes topologicas sao necessarias para a compreensio do
continuo, conforme estabelecido anteriormente, e como elas sio construidas
em torno de dois anos, recomendamos que atividades que favorecam esta
construcao sejam sistematicamente ofertadas desde a Educacao Infantil, tais
como colar objetos dentro e fora de uma curva fechada; colocar objetos em
lugares determinados pelo professor (dentro, fora, perto, longe, ao lado de);
colocar e retirar objetos de dentro de outros, etc., aprofundando essas
atividades, para que as criancas possam identificar ordem, envolvimento,
vizinhanca, j4 nos anos iniciais, de tal forma que a sintese dessas relagoes
esteja consolidada, em torno dos 11 ou 12 anos, para o trabalho com o
continuo.
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Segundo exame: as operagoes de seccao

As informagdes obtidas neste exame mostraram que, dentre as reagoes
observadas no curso dos niveis II e III (criangas com idade em torno dos 10
anos) para as formas espirais, uma caracteristica muito interessante se
sobressaiu: a dificuldade dos sujeitos em representar a superficie de secgao
prende-se a uma indiferencia¢io muito resistente entre a geometria dos
pontos de vista (representacido projetiva) e a geometria dos objetos
(deslocamentos efetuados no espago euclidiano).

Por isso, quando pedimos as criangas para prever a forma de uma
superficie de seccdo — o que as obrigou a imaginar, simultaneamente, a
operacao euclidiana do corte (deslocamento inerente a geometria dos objetos)
e o solido projetivamente, para dissociar o “ponto de vista interior” do plano
de secgao (operagao dependente da geometria dos pontos de vista) —, nao
causou surpresa que aquelas que se encontravam em niveis mais elementares
tivessem deixado todas as relagdes indiferenciadas: seus desenhos figuram, ao
mesmo tempo, a forma do objeto com seus diversos planos misturados, o
desenho da linha de sec¢dao ou do ato de cortar.

A descoberta progressiva da superficie de seccao testemunha uma
dissocia¢ao gradual entre as geometrias dos pontos de vista e a dos objetos,
além de uma interagdo cada vez mais estreita entre as operagoes de projecao e
de seccio perspectiva. E assim que, para prever a forma que adotard a
superficie de sec¢ao do cilindro, de um helicoide, de uma esfera, ¢ necessario
primeiro imaginar exatamente o movimento da faca e a linha exterior que ela
seguira em seu deslocamento. Mas, para ser capaz dessa antecipacao, é preciso
poder imaginar esse volume projetivamente, quer dizer, sob os diferentes
angulos perspectivos possiveis.

No que se refere ao objetivo de verificar como os estudantes do final
do Ensino Fundamental mobilizam as ideias basicas envolvidas nos conceitos
de geometrias euclidianas e nao euclidianas em situagoes-problema, e em
particular neste exame — As gperagoes de seccdo —, alguns aspectos merecem ser
destacados. Por meio da atividade aplicada, foram corroborados os estudos
realizados por Piaget e seus colaboradores, que enfatizavam que, por volta dos
12 anos de idade, as criancas conseguem mobilizar todas as operagoes
cognitivas relativas a sec¢ao de sélidos geométricos.
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Tudo isso que foi relatado no dltimo paragrafo, Piaget e Inhelder (1993)
constataram em seus estudos, realizados durante muitos anos. No entanto, a
principal meta é um apoio pedagogico acerca do modo como esses estudantes
mobilizam tais ideias bdsicas em situagoes-problema. Entendemos que
atividades cuja finalidade ¢ trabalhar com questoes de sec¢do de solidos sao
mais complexas do que imaginamos. Por tras de uma “simples” representagdao
de uma superficie, existem inumeros fatores que tém de ser cuidadosamente
trabalhados com os estudantes, tais como a interioriza¢ao de uma possivel
superficie gerada por meio de projecdes em perspectivas de varios planos,
para, assim, realizar a representagdao daquilo que se tem em mente.

Para que os alunos possam construir essas noc¢oes basicas, devemos
fazeé-los pensar por si, isto ¢, o professor deve estimula-los a raciocinar por
meio de atividades que possam mostrar o conteudo em questao. Muitas aulas
de cunho puramente expositivo sao ministradas, sem considerar que o aluno
pode trabalhar seu espirito investigativo. Inicialmente, podem  ser
apresentadas atividades que os facam investigar sobre intersec¢oes de planos e
superficies, antes de mencionar o que ¢ interseccao — atividades como as
realizadas aqui e outras, que fagam os alunos pensarem sobre a ideia de cortes
de objetos, devem ser frequentes e as mais elementares para o estudo deste
tépico.

Sabemos que, com 12 e 13 anos de idade, as criangas ja possuem
estruturas que lhes possibilitam realizar todas as atividades concernentes a
secgao de solidos. Portanto, antes dessa idade, podem ser propostas atividades
investigativas de sec¢oes de sélidos, para, posteriormente, por meio de
softwares e materiais concretos, expor tais conteudos de forma mais
aprofundada.

Terceiro exame: distancias, angulos e triangulos (geometria
hiperbolica)

Os dados obtidos com a aplicagio deste exame indicaram que as
criancas com idade inferior a 13 anos niao mobilizam a ideia basica de
distancia, quando as superficies possuem dimensdes distintas (bi e
tridimensional). Por conseguinte, mesmo conseguindo, por volta dos 6 anos
de idade, estimar distancias entre dois ou mais objetos em uma superficie
plana, quando se comparam distancias entre dois objetos em superficies
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distintas (folha sulfite e trombeta), essa atividade se torna demasiadamente
complexa: ela sera possivel, provavelmente, somente por volta dos 11 anos de

idade.

Outra observagao interessante se refere a representagao dos triangulos.
Nio encontramos, nesta pesquisa, sujeitos que conseguissem distinguir os
triangulos e suas propriedades (area e soma de angulos internos) em sua
totalidade. Mesmo de posse da trombeta, as propriedades questionadas nao
foram respondidas com sucesso, e a caracteristica inicialmente percebida pelas
criangas foi relativa aos lados do triangulo que esta representado na trombeta
(o que ocorre por volta dos 10 anos de idade). Mesmo com 12 anos, o
maximo que os sujeitos conseguem diferenciar é que os triangulos presentes
na folha sulfite e na trombeta possuem areas distintas, porém os alunos nao
conseguem visualizar que as medidas dos angulos internos sao diferentes.

Esses resultados indicam que essas nogdes basicas para a apresentagao
da geometria hiperbolica podem e devem ser apresentadas em sala de aula,
mesmo que as criangas nao percebam que a soma dos angulos internos nao é
180°. Uma sugestdo para que essas ideias basicas possam ser mais bem
apresentadas seria utilizar materiais que representem essas superficies,
fazendo com que as criangas assimilem melhor o carater distinto das
superficies (plana e hiperbdlica). Materiais, por exemplo, como os que
utilizamos: uma trombeta para simbolizar uma superficie hiperbélica e uma
folha sulfite, para o plano.

Quarto exame: angulos e triangulos (geometria esférica)

Os dados obtidos com a aplicagio deste exame indicaram que as
criangas com idade superior a 12 anos identificam e mobilizam a ideia basica
de que estamos trabalhando em superficies distintas (plano e esfera); por
conseguinte, os trajetos realizados serao distintos.

Outra observagao interessante e que nao constava nas questdes iniciais
se refere ao contato do aluno com a esfera de isopor. As respostas
apresentadas pelos alunos que conseguiam mobilizar as ideias basicas dessa
geometria para a resolu¢io da situagao-problema indicaram que somente de
posse da esfera de isopor é que conseguiam realizar o trajeto do urso de
forma correta em tal superficie.
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Apesar de este nao ser objetivo desta investigacdo, esses resultados
indicam que essas nogoes basicas da geometria esférica podem e devem ser
apresentadas em sala de aula com materiais que representem essas superficies,
ou seja, as criangas assimilam melhor o carater distinto das superficies (plana e
esférica) com materiais que as possam representar, como, por exemplo: uma
bola de basquete para simbolizar uma superficie esférica e uma folha sulfite,
para o plano.

Quinto exame: a conservacao da area

Os dados obtidos com a aplicagio das duas etapas deste exame
indicaram que as criangas com idade proxima a 12 anos mobilizam a ideia
basica de conservagao de area em situagoes problema.

Segundo Facco (2003), e em conjunto com a analise das atividades
realizadas neste quinto exame, podemos constatar que a maneira cCOmo 0s
professores apresentam o conceito de area para os alunos nas escolas ¢
inapropriada. Por meio da segunda etapa da atividade, observamos criangas
com 12 anos de idade (sétima série do Ensino Fundamental) tomando as
térmulas matematicas como referéncia para comparagao de areas (para isso
verificam unicamente o comprimento da medida da base da figura) e
deixando de lado as nogdes basicas do conceito area de figuras geométricas,
como a superficie que esta figura apresenta. Por outro lado, encontramos
criangas com 8 e 10 anos de idade que respondiam corretamente as questoes
de conservagio de area, quando sequer haviam tido contato com as férmulas
matematicas que poderiam calcular seu valor, utilizando, para isso, a ideia de
quantidade de espaco que cada figura ocupava.

Isso provavelmente ocorre porque, ao apresentar o conceito de area
como um numero, obtido por meio de algumas férmulas, ideias basicas que
sao de vital importancia para a compreensao desse conceito deixam de ser
trabalhadas (como, por exemplo, a nogao espacial de area), o que acarreta
equivocos como os apresentados por alguns sujeitos com 12 anos de idade.

Criticamos a escola que age dessa maneira, uma escola conteudista, que
se preocupa mais com defini¢oes e férmulas, apreendidas memoristicamente,
quando o que deveria ser enfatizado sao os aspectos conceituais, as ideias.
Recomendamos, para um fazer pedagdgico mais adequado sobre o conteudo
de areas, que os conceitos sejam privilegiados, utilizando materiais
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instrucionais que permitam trabalhar, por exemplo, com a ideia de quantidade
de espago ocupado, deixando inicialmente de lado a forma como se encontra
o valor que este espaco apresenta. Muitas atividades devem ser realizadas,
passando, gradativamente, das que utilizam apoio concreto para as
representagoes graficas, para as que abstraiam o conceito, permitindo a
generalizagio.

Consideracoes

Uma das principais justificativas para a nao introdu¢io do tema
“geometrias nao euclidianas” no Ensino Fundamental poderia ser a maior
dificuldade para sua aprendizagem do que para a geometria euclidiana. Mas,
com os resultados desta pesquisa, é possivel afirmar que essa niao é uma
justificativa valida.

Nesta investigacao, constatamos que criangas com idade em torno de
10 anos, que ja constitufram o sistema de coordenadas, conforme resultados
de Piaget e Inhelder (1993), obtém sucesso na resolucio de situagoes-
problema envolvendo ideias basicas da geometria esférica (exame IV). Outra
constatacao importante é que, com a nogao de distancia, que se consolida em
torno dos 9 anos de idade, segundo resultados de Piaget e Inhelder (1993), as
criangas conseguem mobilizar ideias basicas da geometria hiperbodlica (exame
110).

Se nog¢bes como a de distancia e de sistemas de coordenadas, que sio
essencials para a compreensio de geometrias nao euclidianas, sao
consolidadas nos sujeitos ao redor dos 10 anos (momento este em que o
aluno cursa o quinto ano do Ensino Fundamental), tais geometrias podem ser
apresentadas ja na segunda fase do Ensino Fundamental, contrariando as
afirmagoes mais comuns entre os professores de que os alunos apresentam
dificuldades nos conceitos de geometrias euclidianas e, por conseguinte,
seriam maiores as dificuldades com as geometrias nao euclidianas (Lovis,
2009).

Uma das explicagoes para a possivel relutincia dos professores no fazer
pedagdgico com as geometrias nao euclidianas é o seu despreparo, conforme
apontado por Santos (2009) e Lovis (2009), que constataram, inclusive, que
professores do Ensino Fundamental, além de pouco conhecer as geometrias
nao euclidianas, possuem conhecimentos muito restritos sobre a geometria
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euclidiana. Assim, o problema com o ensino das geometrias nao euclidianas
envolve uma questdo mais ampla, ja que, de maneira geral, os professores
poucas oportunidades possuem de estudar geometria (euclidiana ou niao) em
sua formacao inicial ou continuada.

Nossa investigacdo possibilita questionar algumas escolas que ainda
estdo preocupadas em contemplar todo seu conteudo anual, priorizando a
quantidade de conceitos que serdo apresentados, ao invés de trabalhi-los em
menor quantidade, porém com maior qualidade. Recomendamos, com base
nesta pesquisa, que conceitos importantes — como comprimento e area — nao
sejam trabalhados (apresentados como defini¢des e férmulas) em poucos
minutos, o que pode acarretar falhas na constru¢io de desses conceitos.
Justificamos tal afirmagao pelos resultados obtidos com o quinto exame, em
que os trés sujeitos com maior idade (11 e 12 anos) nao realizaram a atividade
da conservagido da area corretamente, por procurarem utilizar conhecimentos
escolares na solugao da situagao-problema proposta. Esses resultados indicam
que o conceito de area nao estava construido pelos sujeitos, pois associaram
area unicamente a um numero obtido por férmulas matematicas, deixando de
lado a estreita vinculagio entre area e a “dimensao” ocupada por uma
superficie. Sujeitos com 8 anos de idade, que sequer foram apresentados a
térmulas matematicas para o calculo da area, responderam as questoes dessa
atividade com sucesso.

Os professores devem compreender que um determinado conceito se
constroéi ao longo de muito tempo e envolve ideias basicas que, muitas vezes,
nao estao explicitas na apresentacio formal de tais conceitos. De acordo com
Vergnaud, os conceitos matematicos sio construidos a partit de uma
variedade de situagdes, e cada situagio normalmente niao pode ser resolvida
com a ajuda de apenas um conceito. Por exemplo, para que se possa
compreender que uma reta ¢ constituida por um conjunto infinito de pontos,
sao necessarias ideias basicas de ponto, vizinhan¢a, continuidade,
envolvimento, ideias mobilizadas desde muito cedo pelas criangas, conforme
ficou comprovado anteriormente (Debastiani; Nogueira; Franco, 2010) e
nesta investigacdo (exame I). Entretanto, ao nao serem instigados a mobilizar
tais ideias em situagGes-problema propostas pela escola e nem a refletir sobre
elas, as criancas podem acabar desconsiderando-as, para utilizar férmulas e
regras que geralmente sio apresentadas desvinculadas dessas nogdes,
conforme mostrou a realizacio do Exame V.
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No que se refere as questdes metodoldgicas, as escolas devem se
preocupar em desenvolver o espirito investigativo do sujeito desde os anos
iniciais de escolarizagao. Para tanto, devem ser propostas situagdes-problema
do tipo das que foram elaboradas para os exames desta pesquisa. Os
professores, ao preparar essas atividades, devem sempre considerar o estadio
no qual a crianga se enquadra (sensério-motor, pré-operatorio ou operatorio
concreto) e as nogbes geométricas que ela possui, considerando-as como
apoio para a constru¢ao de novos conhecimentos.

Dessa forma, os resultados encontrados nesta investigagao indicam que
criangas entre 8 e 12 anos, que cursam o Ensino Fundamental, conseguiram
mobilizar algumas das ideias basicas a constru¢ao de conceitos geométricos
durante a resolugao de situagoes-problema. No entanto, nem todos os sujeitos
tiveram sucesso em suas consideragdes. Para que maior nimero de sujeitos
possa realizar tal mobilizagao de ideias, sugerimos algumas possibilidades que
visam a um melhor ensino das escolas.

Primeiramente, como professores, devemos considerar que um
conteudo geométrico esta arraigado a nog¢oes muito primitivas de cunho
topolégico, que sio progressivamente construidas, até a elaboragdo das
estruturas projetivas e euclidianas, por volta dos 6 anos, que se consolidam
por meio de um processo sincronico e solidario.

Dessa forma, para afirmar como um sujeito mobiliza tais ideias basicas
(nogdo de continuo, de geometria da superficie esférica, de conservagdo de
area, entre outros), devemos considerar como prioridade a construgao dos
elementos mais primitivos. Por exemplo, nao devemos falar em continuidade,
sem apresentar ideias basicas de vizinhanc¢a, ordem e separagdo, pois, como
foi visto, o continuo é a sintese dessas estruturas topologicas; da mesma
forma, nao devemos apresentar nogdes de geometria esférica, sem antes
serem trabalhadas as estruturas do sistema de coordenadas.

Para que haja a mobilizacdo das ideias basicas em situa¢des problemas
pelas criangas, o professor tem papel fundamental. O docente precisa ter em
conta toda essa constru¢ao de um conceito ao longo dos anos, deve verificar
que isso nao se faz em poucas aulas. E mais importante ainda: devemos
considerar as ideias primitivas para a consolida¢ao das ideias mais complexas.
Para isso, atividades investigativas devem ser aplicadas desde os anos iniciais.
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