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Resumo: Neste texto nos propomos a apresentar analises e reflexdes sobre as
possibilidades de contemplar a Modelagem Matematica com uma teoria de
representacoes semibticas. Analisamos uma proposta para o Ensino
Fundamental, voltada ao desenvolvimento do pensamento algébrico, mediado
pela Modelagem Matematica, vivenciada junto a um grupo de professores
durante um curso realizado em Faxinal do Céu, no Municipio de Pinhao, no
interior do Estado do Parana. Elegemos a etapa da Modelagem Matematica, que
se refere a resolucao dos problemas colocados pelos temas, porque havera a
necessidade do conhecimento de objetos matematicos e suas conceituacoes,
como consequéncia dos procedimentos e das estratégias elencados para a
solucdo dos problemas, sem os quais estes nao poderdo ser resolvidos.
Analisamos as solucdes apresentadas aos problemas colocados pelos temas e os
analisamos a luz de uma teoria de representacdes semidticas, o que contribui
para as conceituagoes e para o desenvolvimento do pensamento algébrico, pois
os diferentes registros de representacdo mobilizam operacoes cognitivas de
formacao, tratamento e conversdo, colocando em cena o fenémeno da
congruéncia semantica, responsavel por um maior ou menor sucesso para estas
conceituacoes.
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Mathematical Modeling and semiotic
representations: contributions to the development
of algebraic thinking

Abstract: In this paper we propose to submit analyses and reflections on the
possibilities of incorporating modeling into mathematics, with a theory of
semiotic representations. Our analysis includes a proposal for primary schools,
dedicated to the development of algebraic thinking, mediated by mathematical
modeling, experienced among a group of teachers during a course held in
Faxinal do Céu, in the city of Pinhao, in the State of Parana. We elected the stage
of mathematical modeling to solve the problems posed through themes, as we
knew we would need the knowledge of mathematical objects and their
conceptualizations as a consequence of the procedures and strategies listed in
solving the problems, and that the problems could not be solved without them.
We analyzed the solutions presented to the problems posed through themes and
we analyzed a theory of semiotic representations that contributes to the
conceptualization and the development of algebraic thinking, because the
different records of representation mobilize operations of cognitive training,
treatment and conversion, putting into play the phenomenon of semantic
congruence, responsible for a greater or lesser success of these
conceptualizations.

Key words: mathematical modeling; semiotic representations; algebraic
thinking; mathematical education.

Neste texto, propomo-nos a apresentar analises e reflexdes sobre
as possibilidades de contemplar a Modelagem Matematica com uma
teoria de representacdoes semidticas. Para tanto, servimo-nos de uma
proposta de curso para o Ensino Fundamental, voltada ao
desenvolvimento do pensamento algébrico mediado pela Modelagem
Matematica, que foi vivenciada com um grupo de professores durante
um curso realizado em Faxinal do Céu, no Municipio de Pinhao, no
interior do Estado do Parana. Elencamos a etapa da Modelagem
Matematica, que se refere a resolucao dos problemas colocados por
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temas, visto haver a necessidade do conhecimento de objetos
matematicos e suas conceitualizacoes, sem as quais eles ndo poderao
ser resolvidos. As solucdes apresentadas serdo analisadas a luz de uma
teoria de representacdes semioticas.

Este procedimento colocou-nos como exigéncia evidenciar as trés
atividades cognitivas que, segundo Duval (1995), sdo requeridas, de
acordo com uma teoria de representacdes semidticas, para a
conceitualizacdo de objetos matematicos: formacdo, tratamento e
conversao de registros de representacéao.

Organizamos o texto de forma a apresentar, primeiramente, as
ideias centrais que, para Dionisio Burak, caracterizam a Modelagem
Matematica e as especificidades das operacdes cognitivas de formacao,
tratamento e conversao, com os procedimentos metodolégicos exigidos
para a sua proposta no processo de ensino, ndo deixando de evidenciar
o fenémeno da congruéncia semantica decorrente da operacdo cognitiva
de conversao. Em seguida, teceremos algumas consideracdes relativas a
caracterizacao do grupo envolvido no trabalho, os temas escolhidos e o
desenvolvimento da etapa de resolucdo dos problemas, em que sdo
apresentadas analises das solucdoes as questdes colocadas. Estas
analises também se voltam para o desenvolvimento do pensamento
algébrico.

Nas consideracdes finais, discutiremos as possibilidades de
contemplar o processo de Modelagem Matematica com uma teoria de
representacoes semidticas para a conceitualizacdo de objetos
matematicos e para abarcar o salto semantico existente entre o
pensamento algébrico e aritmético, suas propriedades, relacdes, dentre
as quais, igualdade e identidade, e de seus elementos, as variaveis e as
incognitas.

Modelagem Matematica: ideias centrais na perspectiva da
Educacao Matematica e das Ciéncias Humanas e Sociais

A Modelagem Matematica, de forma simplificada, consiste em
uma alternativa metodolégica para o ensino de Matematica. Como
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principio, parte sempre do interesse do grupo, cujas acoes, na sua
maioria, estdo nele fundadas ou a ele se voltam.

Fundamentado em uma concepgao construtivista
sociointeracionista, o processo da Modelagem Matematica, segundo
Burak (1992), pode ser dividido em cinco etapas. Cada uma destas
assume importancia fundamental no processo da Modelagem, razdo pela
qual as apresentamos, com algumas de suas ideias centrais.

1) Escolha dos temas pelos alunos, segundo seus interesses, que
podem envolver brincadeiras, esportes, atividades industriais,
comerciais, economicas, agricolas, prestacao de servicos e outros.
Esse procedimento exigira outra postura por parte do professor,
ao compartilhar com os alunos o processo de ensino, que
geralmente € prerrogativa do professor; e também um novo papel,
o de mediador entre o conhecimento do aluno e o conhecimento ja
estabelecido. Este conjunto de acdes produz consequéncias
positivas no processo de aprendizagem, pois envolve os alunos de
maneira ativa no processo de ensino.

2) Pesquisa exploratéria dos aspectos a serem investigados sobre o
tema escolhido, por meio da qual o grupo busca coletar dados de
natureza qualitativa ou quantitativa, aspectos técnicos ou apenas
curiosidades. Esta etapa € muito rica, pois cada grupo, conforme
o tema, insere-se no contexto. A coleta dos dados, as questdes
levantadas previamente pelo grupo e a adicdo de novas situacoes
estdo relacionadas a um comportamento mais atento, mais
sensivel, mais critico, que sao atributos desejaveis em um
pesquisador. Tomar contato com outras “realidades”, bem como
procurar captar suas particularidades e as suas generalidades
sdo aspectos positivos na formacao de alunos mais criticos.

3) Levantamento do(s) problema(s), por meio da pesquisa
exploratéria, conhecimento do contexto no qual o tema se insere e
dos varios aspectos nele envolvidos. Esses problemas, a principio,
sdo genéricos, isto é, ndao sdo especificos de matematica, como os
encontrados comumente em livros textos. No entanto, no processo
de desenvolvimento, varios problemas mais especificos podem
surgir, dentre os quais aparecem os que exigirao conhecimentos
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matematicos e serdo, portanto, denominados problemas
matematicos. Para exemplificar, poderiamos enunciar: “Qual € o
custo de uma cesta basica?”; ou: “O salario minimo vigente é
suficiente para prover as necessidades basicas de alimentacdo de
uma familia constituida por dois adultos e duas criancas?”; ou
ainda: “Qual é o custo de uma casa popular com 60m?2?”. Esses
problemas podem ser desdobrados em varios outros, mais
especificos, tais como, no caso do custo da casa popular: “Qual é
o total e o custo dos tijolos?”, “Qual é a quantidade de telhas
necessaria?”, “Qual é o custo da mao de obra?”.

Resolucao do(s) problema(s) e desenvolvimento do(s) contetudo(s)
matematico(s), no contexto do tema, concomitantemente com a
fase anterior. Por exemplo, medidas, operacdes, equacoes, sistema
de equacodes, geometria, matrizes e geometria analitica podem ser
conteudos envolvidos nos problemas levantados sobre o tema
proposto. E, portanto, nesta fase que se procede ao trabalho sobre
os conteudos relacionados ao tema e, quando se fizer necessario,
a construcao de modelos. Na perspectiva adotada, o conceito de
modelo pode ser entendido como uma representacdo. Dessa
forma, uma tabela de precos ou um grafico, por exemplo, podem
constituir-se num modelo, pois permitem uma tomada de decisao.
E uma etapa rica no processo de construcdo do conhecimento
matematico, na qual cai por terra a forma usual de trabalhar
matematica na escola. Na Modelagem, os conteudos sao
trabalhados em funcado do problema, diferentemente do Ensino
Tradicional, no qual o contetido a ser estudado é que determina o
problema. Na Modelagem Matematica, um mesmo conteudo pode
surgir varias vezes no desenvolvimento de um tema e em
diferentes situacoes.

Analise critica das solucdes encontradas, que sdo, entdo,

discutidas e analisadas, com o objetivo de verificar a coeréncia da
solucdo e também sua consisténcia. Isto porque, muitas vezes,
resolvemos um problema ou uma determinada situacdo-problema sem
nos preocuparmos com uma analise mais critica da solucdo. Esse novo
procedimento permite ao aluno desenvolver o senso critico, a capacidade
de argumentacao, a logica e a adequacao da solucao a realidade vivida.
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Operacodes cognitivas de formacao, tratamento e conversao de
registros de representacdo semioticos para a conceitualizacdo de
objetos matematicos

Na etapa de resolucao dos problemas e de desenvolvimento dos
conteudos matematicos, no contexto do tema, consideramos possivel
contar com contribuicdées de uma teoria de representacoes semioticas
para a conceitualizacdo dos objetos de conhecimento necessarios para
as solucoes e as respostas as questoes colocadas pelos problemas.

Fizemos isso por julgarmos que esta teoria traz contribuicoes
valiosas para a conceitualizacdo dos objetos matematicos e, em especial,
€ capaz de dar conta do salto semantico existente entre o pensamento
aritmético e o pensamento algébrico, porque o trabalho envolvendo
M.M., proposto aos professores do curso, compreendia o tema “O
desenvolvimento do pensamento algébrico”. No entanto, esta opcao tem
seu custo, visto que, no processo de ensino e aprendizagem dos objetos
matematicos, sera necessario considerar tanto as operacdes cognitivas
ligadas a representacao desses objetos, como a sua conceitualizacdo.

Segundo Duval (1995), a “semiose” volta-se para a producdo e a
apreensdo de uma representacdo e a “noésis” volta-se para a apreensao
conceitual do objeto. Ambas mobilizarao diferentes atividades cognitivas
que as constituem, sendo necessario tanto examina-las como liga-las
entre si. Como consequéncia, o processo de aprendizagem devera
contemplar ndo apenas os conteudos dos registros de representacao,
com suas especificidades, limitacoes, particularidades, entre outros
aspectos, mas também o contetido do objeto matematico propriamente
dito, isto €, a sua conceitualizacao.

Citemos como exemplo a aprendizagem da estrutura do sistema
de numeracdo, que foi inventado para representar valores numeéricos,
com uma estrutura especifica que compreende base e valor posicional, a
qual, por sua vez, é veiculada em diferentes registros de representacao
do ntmero. Destacamos, dentre eles, a palavra e o numeral arabico, que
possuem padroes de organizacdo para compreender a estrutura do
sistema de numeracdo decimal posicional: na palavra, esta estrutura
apresenta-se nos sufixos e prefixos, articulados por operacdes de adicao

68



ZETETIKE — FE — Unicamp — v. 18, n. 33 — jan/jun — 2010

e multiplicacdo’; no numeral arabico, ela esta presente nos seus
algarismos, que representam os tipos de grupos de dez (dezenas,
centenas, milhares, ...), de acordo com a posicdo desses algarismos no
numeral, e também sao articulados entre si por meio de operacoes de
adicao e multiplicacao.

Este exemplo aponta tanto para a necessidade da aprendizagem
dos conteudos dos registros de representacdo, isto €, o padrao de
organizacado da escrita arabica e da palavra e a forma pela qual eles
veiculam a estrutura do SND, como para a propria estrutura do SND,
inventada para a representacdo dos numeros, de base dez e posicional.

Uma questao importante a evidenciar € que o processo de ensino
deve compreender o trabalho com registros de representacdo, para
tornar possivel a producédo e a apreensao das representacoes dos objetos
matematicos, bem como a apreensdo conceitual destes objetos,
apontadas anteriormente, pois, segundo Duval (1995), é o trabalho com
registros que contempla trés operacdes cognitivas: a formacdo, o
tratamento e a conversao.

1. A formacdo de uma representacdo significa uma operacdo cognitiva
que se realiza utilizando-se a lingua materna, desenhos, figuras ou
féormulas com signos préoprios de uma ciéncia que ndo acontece
independente do contetido a representar e nao pode deixar de respeitar
regras.

2. O tratamento significa uma operacao cognitiva que compreende uma
transformacdo da representacdo, no interior do mesmo sistema
semiodtico, mobilizando apenas um registro de representacdo. Exemplo:
Y% = 0,5 = 50%. Neste caso, foi efetuado um tratamento no numeral
representativo de um numero, expressando-o através de uma fracéo e

1 Por exemplo: a palavra onze possui prefixo “on-" que é uma deformacao do “um” e sufixo
“-ze”, que é uma deformacdo do “dez”, que sado articulados entre si por meio de uma
adicao; ja o quarenta possui o prefixo “quar-”, que é uma deformacao da palavra “quatro” e
o sufixo “-enta”, que é uma deformacao do “dez”; ambos estao articulados por meio de uma
multiplicagdo. Ja no numeral 21, o algarismo 2 representa 20 unidades, pois, pela sua
posicao, ele representa dois grupos de 10 (dezenas); e o algarismo 1 representa 1 unidade.
Ambos sao adicionados, e a soma representa o valor numérico.
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apresentando-o na forma decimal ou percentual. O sistema semiético é o
mesmo, independentemente de estarem ou nao sendo colocadas em jogo
especificidades de cada uma das formas do ntmero.

3. A conversdo significa uma operacdo cognitiva, porém de outra
natureza, que compreende a transformacdo de uma dada representacao
em outra, mas agora pertencente a outro sistema semidtico. Essa
operacdo nado € uma operacdo trivial nem cognitivamente neutra,
conforme nos alerta Duval (1995). Exemplo: “um numero positivo”
(lingua materna) e “x > 0” (linguagem algébrica).

De acordo com Duval (1993), o processo de ensino nao pode
privilegiar somente o tratamento, pois, se assim o fizer, estara
atribuindo demasiada importadncia a forma, como se ela, por ser
responsavel pela descricio de wuma informacdo, permitisse a
conceitualizacdo. E na conversido das representacdes de um sistema
semib6tico a outro que havera uma operacdo cognitiva que pode ser
descrita como uma mudanca de forma, a qual possibilitara a
conceitualizacao dos objetos matematicos pelos sujeitos aprendentes.

Isso nao significa relativizar a importancia da forma, visto ser ela
a possibilitar a diversidade de diferentes registros de representacdo para
um mesmo objeto matematico, pertencente a diferentes sistemas
semiodticos de representacdo, e as vantagens possibilitadas por estes
registros, dentre as quais destacamos: economia (que € dependente do
tipo de registro utilizado numa operacdo cognitiva de tratamento),
permitindo a superacao dos limites de uma representacao e a rapidez na
representacado das relacdes entre objetos; complementaridade de
registros, compreendendo os elementos informativos ou
comunicacionais que a representacao torna possivel; conceitualizacao,
implicando a coordenacao dos registros de representacao.

Por exemplo: a notacdo arabica € um tipo de registro discursivo?
que permite tratamento algoritmo (pode ser utilizado para realizar as

2 Duval (1995) apresenta uma classificacdo para os diferentes tipos de registros, de acordo
com sua natureza. Os registros podem ser discursivos (linguagem natural, linguagem
algébrica) ou nao discursivos (graficos, figuras).
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operacoes de adicdo, subtracdo, entre outras, utilizando as contas de
“arme e efetue”, por exemplo). Este tratamento algoritmico ja nao se
presta para as palavras que também sao registros de representacao do
numero. No entanto, a palavra “dezesseis” explicita com maior
transparéncia a estrutura do SND, no seu sufixo e prefixo, enquanto o
numeral arabico 16 ndo expressa o grupo de dez representado pelo
algarismo 1, em virtude de sua posicao.

Duval (1995) defende que a compreensdo conceitual exige a
coordenacdo de, ao menos, dois registros de representacao, e s6 vai ser
possibilitada pela operacao cognitiva de conversao. Esta, por sua vez, vai
enfrentar o fendomeno de congruéncia semantica entre as representacoes
semiéticas de sistemas diferentes de um mesmo objeto. E esse fenémeno
que pode explicar os sucessos ou insucessos dos alunos diante das
questoes que implicam uma mudanca de sistema semidtico de
representacdo, dependendo da congruéncia ou nao congruéncia
observada.

Existem trés condicoes a serem satisfeitas para que dois
sistemas semi6ticos de representacédo sejam congruentes:

Correspondéncia semantica entre unidades significantes que as
constituem. Isto significa que as unidades que compdem um registro
devem corresponder as unidades no outro registro pertencente a outro
sistema semié6tico.

Por exemplo: o prefixo e o sufixo da palavra dezesseis (ou seja, as
duas unidades significantes deste tipo de registros) correspondem,
respectivamente, aos algarismos 1 e 6 do numeral arabico (neste caso as
duas unidades significantes deste tipo de registro).

KT T

Assim: 16 —_dezesseis. Neste caso, o algarismo 1 ndo explicita o
grupo de dez.3

3 Analise apresentada por Brandt (2005).
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Igualmente ocorre com o caso da sentenca matematica x > 0 em
linguagem algébrica e um numero positivo em lingua materna. Neste
caso, eu preciso de duas unidades significantes na linguagem algébrica
“> 0” para corresponder a uma unidade significante no registro em
lingua materna “positivo”.

Assim x > 0 € um numero positivo.

LY_J

Mesma ordem possivel de apreensdo destas unidades, nas duas
representacoes.

Por exemplo: o prefixo da palavra “dezesseis” localiza-se a
esquerda e corresponde ao algarismo 1 do numeral 16, também
localizado a esquerda, e o sufixo “-seis” da palavra “dezesseis” esta
localizado a direita e corresponde ao algarismo 6 do numeral 16,
também localizado a direita. Isso significa que as duas unidades
significantes dos dois registros localizam-se na mesma ordem, nestes
registros.+

Outro exemplo: o produto de um numero pela soma de dois
outros em lingua materna e seu registro associado a x (b + ¢) em
linguagem algébrica. A unidade significante “um numero”, que aparece
em segundo lugar na sentenca em lingua materna, aparece em primeiro
lugar na sentenca em linguagem algébrica “a”, e a unidade significante
“produto”, que aparece em primeiro lugar na lingua materna, aparece
em segundo lugar na linguagem algébrica “x”. Neste caso, ndo ha

congruéncia semantica.

Assim: o produto de um ndmero pela soma de dois outros —» a x
(b+c¢)

4 Idem.
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Conversdo de uma unidade significante da representacdao de
partida em uma s6 unidade significante na representacao de chegada.

Por exemplo: as palavras “quarenta e seis” correspondem ao
numeral arabico 46. Neste caso, as duas unidades significantes da
palavra “quarenta”, isto é, o prefixo “quar-” e o sufixo “-enta”
correspondem a um dos algarismos do numeral: o “4”. s

Assim: 4 6—_quarenta e seis

Duval (1995) analisa alguns problemas de estrutura aditiva de
Gérard Vergnaud para explicitar esse fendmeno. No problema “ganha
trés, ganha trés, entdo ganha seis”, o fenomeno da nao congruéncia nao
se manifesta, pois as trés condicbes acima apontadas estariam sendo
satisfeitas:

Ganha 3 (+3), ganha 3 (+3), ganha 6 (+6).

Ja no caso do problema “ganhou algumas, ganhou 3, no total
ficou com 8”, existe a necessidade de mudanca de ordem das unidades
significantes para expressar os procedimentos de solucao, em linguagem
algébrica, quer eles sejam um procedimento de diferenca ou de
complemento. Se a heuristica de resolucdo lancar mao de um
procedimento de complemento, a ordem tem que ser invertida, pois a
comutatividade € uma exigéncia (deve-se aceitar que x + 3 € igual a 3 +
X), e a sentenca matematica em linguagem algébrica é 3 + ... = 8. Se for
resolvido por um procedimento de diferenca, a ordem também tem que
ser invertida (nesse caso, € necessaria a reversibilidade, para aceitar o
caminho de volta), e ndo ha nenhuma informacdo semantica no
enunciado em lingua natural que indique a subtracdo exigida para isso;
e a sentenca matematica em linguagem algébrica é 8 -3 = ...

No caso de problemas, ha que considerar o fato de que a
sentenca matematica em linguagem algébrica sera um registro da
solucdo ou dos procedimentos e das estratégias utilizadas para

5 Analise realizada por Brandt (2005).
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encontrar a solucao, porque o foco da atividade algébrica “é estabelecer
procedimentos e relacdes e expressa-los numa forma simplificada geral.”
(Booth, 1995, p. 24, apud Coxford; Schulte, 1995). Por exemplo, no
problema: “Se um clube marcou x gols e o outro, y gols, quantos gols?” a
expressdo x + y € o numero de gols marcados (solucédo) e também o
procedimento utilizado para encontrar a solucao. Por esta razao,
identificar unidades significantes nos problemas e fazé-las corresponder
as unidades significantes de sentencas algébricas coloca em jogo
complexidades que sao oriundas da congruéncia semantica.

Neste caso, a correspondéncia entre as unidades significantes
dos dois registros s6 pode ser efetuada se x + y for o procedimento
(correspondéncia entre a expressao “um clube marcou x gols” e o termo
“x”; e correspondéncia entre “o outro y gols” e o termo “y”) e também for
a solucao (correspondéncia com a expressao “quantos gols?”).

Ha que considerar, ainda, as estruturas diadicas e triadicas
presentes nas relacoes que se estabelecem entre os objetos e seus
registros de representacao. Essas estruturas sao consideradas com base
na dimensao linguistica que analisa as representacdes em relacdo as
suas funcodes de expressdo, tratamento e objetivacdo. Em se tratando da
funcado de expressao, vale ressaltar que, entre os diversos significantes
de um determinado significado, existe uma significacdo por parte do
sujeito em relacdo a um conceito, tendo por referéncia um objeto
matematico, e neste caso, a relacao é triadica. Mas ela pode ser diadica,
quando se tratar de signos constituidos por uma referéncia instituida,
como vetores, operadores, entre outros, que ndo possuem significacao.

Nas estruturas triadica e diadica da significancia de um signo, as
relacdes entre os elementos constitutivos dessa significancia
(significante, significado, objeto) podem ser de representacdo ou de
referéncia. Na estrutura diadica, elas serdo de representacdo dos objetos
e, na triadica, de referéncia ao objeto para os signos, aos quais sera
atribuida uma significacdo determinada pelo sistema da lingua, ao
relacionar o significante e o significado. A referéncia ao objeto, neste
caso, € apenas assegurada no plano do discursos. A Figura 1 explicita

6 Para Duval (1995), um sistema semidtico precisa cumprir fungdes discursivas, para que se torne possivel o
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essas relagcoes e a estrutura, tanto diadica como triadica, da
significancia.

referéncia

Significado

Significac0  wuuss ..................» Objeto

Significante B
representacéo

FIGURA 1 - ESTRUTURA DIADICA E TRIADICA DA SIGNIFICANCIA .

Podemos exemplificar com a palavra “razado”: um significante que
pode estar relacionado a um objeto matematico ou a um objeto de
conhecimento pertencente a outra area de conhecimento. Para o
matematico, “razdo” pode ser uma palavra associada a um quociente
entre duas grandezas de mesma natureza, ao passo que, para um nao
matematico, a palavra razao pode ser associada a “estar correto” ou a
“racionalidade”. De acordo com a significacdo por parte do sujeito, esse
significante vai estar relacionado com wum significado, tendo por
referéncia um determinado objeto.

discurso. Essas funcgbes sdo: funcdo referencial (que designa objetos), fungdo apofantica (expressdo de
enunciados completos), fungdo de expansdo discursiva (um enunciado completo) e funcdo de reflexividade
discursiva. Duval (1995) também aponta que um discurso cumpre funcdes e mobiliza operacbes e que seu
sentido ndo pode ser analisado somente por critérios linguisticos, pois as formas de expressao sao resultantes
de operacdes discursivas mobilizadas que ndo sdo, necessariamente, expressas por meio de sinais linguisticos.
As unidades de um discurso, que ndo se baseiam exclusivamente em critérios linguisticos, revelam uma
intengdo e, por essa razdo, o autor afirma que ha outro tipo de unidade de sentido intencionada, que esta aquém
ou além da frase e é dependente do uso funcional desse discurso, ou seja, depende de como e onde ele sera
usado.
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A relacao de referéncia é fundamental na realizacdo das
operacoes de tratamento e de conversao. Isso porque as transformacoes
inter e intrarregistros, compreendidas nessas operacoes, terdo que ser
efetuadas tendo por referéncia o mesmo objeto matematico, isto é, tanto
um registro de representacdo A como sua substituicdao, apés
transformacao por outro registro de representacdo B. Porém, essa
substituicdo nao ocorre sem um determinado custo cognitivo, que é
causado pelos problemas da congruéncia semantica. A substituicdo
pode chocar-se com dificuldades, em virtude da diferenca semantica. Por
exemplo: posso substituir o numeral arabico 13 pela palavra treze, mas
esses registros sao pertencentes a redes semanticas diferentes,
organizados segundo padrdoes diferentes, de naturezas diferentes
(monofuncional e plurifuncional, respectivamente), admitindo, portanto,
tratamentos diferentes (algoritmizaveis e nao algoritmizaveis).

Substituir o numeral arabico pela palavra pode significar um
salto entre duas redes semanticas, de tal forma que o individuo néo o
perceba, nem se for a ele indicado. Como, na matematica, a mudanca de
registro semiético é frequente, a substitutividade desempenha papel
essencial em relagcdo ao custo cognitivo. A substitutividade, tanto inter-
registro como intrarregistro, tem por base a invariabilidade da
referéncia.

A partir do exposto, pode-se inferir que ser referencialmente
equivalente nao significa ser congruente e que, entre duas
representacoes, sera importante considerar nao somente a relacdo de
equivaléncia referencial, mas também a relacdo de congruéncia
semantica.

Segundo Duval (1988, p. 18),

[...] naéo-congruéncia semantica é uma fonte de
dificuldades, independentemente do conteudo
matematico. Uma atividade matematica pode ser bem
sucedida se sua apresentacdo e seu desenvolvimento
nao exigirem alguma transformacdo entre as
expressoes de formulacdo ou representacoes
congruentes e, a mesma tarefa matematica, dada com
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uma variante que implica uma manipulacao de dados
nao-congruentes pode conduzir ao fracasso.

Passaremos, a seguir, a apresentar o trabalho de modelagem
matematica desenvolvido com um grupo de professores, durante a
realizacao de um curso que compreendeu reflexées sobre o processo de
ensino voltado para o desenvolvimento do pensamento algébrico. A
caracterizacdo do curso, a clientela envolvida e o trabalho proposto
serdo a seguir expostos. Os dados empiricos, oriundos das solucdes
encontradas para os problemas levantados pelos temas, serdo
submetidos a analises cujo referencial € uma teoria de representacoes
semioticas, além das operacoes cognitivas de formacao, tratamento e
conversao e o fenémeno da congruéncia semantica.

Caracteristicas do trabalho desenvolvido

O trabalho foi desenvolvido com um grupo de 240 professores de
varios Nucleos Regionais de Educacao do Estado do Parana, durante a
realizacao do I Seminario Estadual de Educacao Matematica, em Faxinal
do Céu, cidade de Pinhao, PR.

O tema, intitulado Formac¢éo do pensamento algébrico, que nos foi
proposto para um trabalho com os professores, levou-nos a refletir sobre
como enfrentar o desafio apresentado, utilizando-nos da Modelagem
Matematica. Devido as condicoes do local, a estrutura de horarios e a
programacao definida, alguns aspectos da Modelagem Matematica nao
puderam ser contemplados e precisaram sofrer alteracoes.

O trabalho iniciou-se com a exposicao, aos participantes, da
nocdo de Modelagem Matematica, o que nos permitiu identificar, por
meio de questionamentos, quem nao conhecia essa concepg¢io teorica,
quem tinha informacdes sobre ela, ainda que superficiais; quem ja havia
participado de algum curso relacionado a Modelagem Matematica; e
quem desenvolvia atividades que, depois da explanacao inicial, foram
identificadas com a Modelagem.

Posteriormente, foi realizada uma atividade pratica, no ambito da
Modelagem Matematica, que compreendeu o tema “comeércio

77



ZETETIKE — FE — Unicamp — v. 18, n. 33 — jan/jun — 2010

alimenticio”, escolhido por dois grupos de professores do Ensino
Fundamental.

Todo o processo referente a esta atividade foi analisado e refletido
a luz de uma teoria de representacdes semibticas, buscando-se
evidenciar as formas e os caminhos a serem percorridos para a
apreensdo de elementos pertencentes ao campo algébrico, dentre os
quais as incognitas, as variaveis, os procedimentos, 0os processos e as
relacoes de identidade e igualdade. E igualmente evidenciar a forma de
encaminhar um trabalho voltado para o desenvolvimento do pensamento
algébrico no processo de ensino, utilizando a Modelagem Matematica
que, por sua vez, pode ser contemplada com uma teoria de
representacées semiodticas para a conceitualizacido dos objetos
matematicos e estabelecimento de propriedades e relacoes. A dinamica
desse desenvolvimento vai significar enfrentar o salto semantico
existente entre o pensamento aritmético e o pensamento algébrico.

Esse salto semantico diz respeito aos diferentes significados a
serem atribuidos aos registros de representacdo. Alguns exemplos
retirados da aritmética e da algebra permitem visualizar que, na
dimensao cognitiva, isto €, em se tratando de uma semantica cognitiva,
ocorre efetivamente um salto. E o caso da notacdo arabica 23, que
representa um numero e da notacdo algébrica — um produto de dois
valores desconhecidos, que se fazem representar por letras. A notacao
arabica ndo tem o mesmo significado da notacdo algébrica, pois, se
assim fosse, 23 estaria representando o produto de dois por trés.

A notacao arabica carrega a estrutura do sistema de numeracao
decimal e posicional e, por essa razdo, cada algarismo, de acordo com a
posicao, multiplicara uma poténcia de dez (109, unidades, 10!, dezenas,
102, centenas), para indicar quantos grupos daquele tipo estdo sendo
representados. Os resultados dos produtos sao adicionados, e a soma
resultante sera a medida representada.

E importante evidenciar a necessidade de considerar um trabalho
voltado para essas diferentes atribuicoes de significado e, igualmente,
entender que o pensamento algébrico ndo é uma continuidade do
pensamento aritmético. Essa crenca é responsavel pelas dificuldades
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dos alunos para realizarem operacoes matematicas no campo algébrico,
como, por exemplo, ao adicionar a com b, obter ab.

O salto semantico evidenciado nao significara a incorporacao de
novos signos de outro sistema semiodtico, e, sim, a atribuicdo de novos
significados para esses signos, no mesmo sistema semi6tico. Ele
também ndo pressupde uma hierarquizacao entre os pensamentos
aritmético e algébrico, nem a superacao do pensamento aritmético em
detrimento do algébrico. O campo algébrico envolvera letras com
estatutos diferentes (valor desconhecido, incognita ou variavel) e servira
para representar operacoes ou relacdes com utilizacado dessas letras.

Essas operacdes ou relacdoes nao sdo da mesma natureza das
operacoes e das relacdes ocorridas no campo aritmético. Por exemplo, o
resultado da adicdo 2 + 3 pode ser representado por 5, mas o resultado
da adicdo a + b s6 pode ser representado por “a + b”.

Cabe evidenciar a relacao entre pensamento e representacao.
Segundo Duval, as representacdoes semioticas servem para comunicar o
que estd em pensamento, mas elas também se prestam para as
conceitualizacoes. Isso é importante, pois os objetos matematicos néo
tém existéncia fisica e s6 podem ser acessados por meio de seus
representantes. No entanto, para serem conceitualizados, precisam ser
representados e, para serem representados, precisam  ser
conceitualizados. Esse paradoxo € especifico da area da ciéncia
matematica, que possui objetos ideais, segundo nos alerta Duval (1995).
Tudo o que esta em pensamento, sejam operacdes e relacoes do campo
numeérico ou algébrico, precisa ser representado e, por essa razao,
precisa ser significado de formas diferentes, quer se trate do campo
aritmético ou algébrico.

Inicialmente, ressaltamos aos professores participantes do evento
que a etapa da pesquisa exploratoria ndo poderia ser realizada, em
virtude das condicoes especificas do momento’. O fato, entretanto, nao

7 Como o curso foi ministrado aos professores num local isolado (Faxinal do Céu,
localizado no municipio de Pinhao, no Parana), os professores la permaneciam instalados
durante um periodo e, entdo, participavam de palestras, cursos, entre outras atividades.
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causou maiores dificuldades, tendo em vista que o tema se refere a uma
atividade que faz parte da rotina de vida da maioria dos membros dos
grupos, os quais frequentam mercados ou supermercados até duas
vezes por semana, o que facilitou a simulacao dos dados.

3.1 Procedimentos de coleta de dados empiricos e analises

O primeiro passo para o desenvolvimento do tema “comércio
alimenticio” foi a elaboracao de trés tabelas que simulavam precos de
varios produtos, praticados em trés ou quatro supermercados, com
marcas e quantidades diferentes.

Em seguida, procedeu-se a constituicdo de uma cesta basica
para uma familia constituida de dois adultos e duas criancas e de seu
custo total referente aos produtos elencados e a quantidade estabelecida
para cada produto. De posse de cada quadro ou lista organizada,
propusemos aos grupos a primeira questao: “O salario minimo vigente é
suficiente para prover as necessidades basicas de uma familia
constituida por dois adultos e duas criancas?”. Os precos das cestas
constituidas foram comparados com o valor do salario minimo vigente
na época.

Durante o desenvolvimento do tema, os professores vivenciaram
situacoes de envolvimento com contetdos matematicos (adicdo,
multiplicacdo, divisdo) para a elaboracdao das tabelas e de outros
contetdos matematicos, como subtracdo e porcentagem, despertados
em virtude de outros problemas levantados, tais como: “Qual € o custo
da cesta mais barata?”, “Qual é o custo da cesta mais cara?”, “Qual é a
diferenca?”, “Qual é o custo da cesta basica mais barata que se poderia
formar?”, “Seria conveniente?”. Os professores puderam também
perceber a importancia e a riqueza contida numa atividade dessa
natureza, ao permitir comparacdes, por meio das quais € possivel levar
os alunos a desenvolverem o pensamento matematico.

Um exemplo tipico que envolve comparacdo é: “Um pacote de 5
kg de arroz custa R$ 3,25 no supermercado A e um pacote de 1 kg, do

Por esta razao, nao foi possivel realizar a etapa da pesquisa exploratoria relativa ao tema
escolhido.

80



ZETETIKE — FE — Unicamp — v. 18, n. 33 — jan/jun — 2010

mesmo arroz, custa R$ 0,69 no supermercado B. Assim, se a familia
consome 10 kg, faria economia, se comprasse dois pacotes de 5 kg no
supermercado A, em vez de 10 pacotes de 1 kg no supermercado B?”.

Esta situacao pode ser explorada de modo a envolver outras
relacdes e raciocinios multiplicativos, como por exemplo: “Se a familia
consumisse 8 kg por més, qual seria a diferenca, comprando 1 pacote de
S kg mais 3 pacotes de 1 kg ou 8 pacotes de 1 kg? Quais as possiveis
causas da diferenca?”.

As diferentes situacdes vivenciadas e as diversas questoes
levantadas podem ser, nesse momento, objeto de analises e reflexdes
referentes ao desenvolvimento do pensamento algébrico. A ideia do
pensamento algébrico pode ter seu inicio desde o Ensino Basico, e esse
tema parece favorecer isso. Isso quer dizer que, ao trabalhar com
produtos como o arroz, a batata, o feijao, o trigo e outros, vendidos em
quilogramas, pode-se usar Sa para significar 5 quilogramas de arroz, 2f
para significar 2 quilogramas de feijdo, e assim por diante.

Neste momento, as primeiras analises podem ser realizadas a luz
de uma teoria semiotica de representacoes, visto que lancamos mao de
tipos de registros pertencentes a um sistema semiotico de representacao
para representar os dados do problema com o qual nos defrontamos.

Este procedimento pode ser caracterizado como uma operacdo
cognitiva de formacao de registros e, de acordo com o sistema semi6tico
utilizado, deve respeitar regras. As letras utilizadas para a representacao
dos dados assumem, no campo algébrico, primeiramente a funcado de
incognitas e depois a funcao de variaveis, considerando que os registros
serao representativos dos dados de todos os problemas.

E importante ressaltar que este procedimento compreende um
trabalho no campo da algebra, uma vez que, segundo Mac Lane e
Birkhoff (1967, apud Coxford; Schulte, 1995, p. 9), “a algebra € a arte de
manipular somas, produtos e poténcias de numeros. As regras para
essas manipulacdées valem para todos os numeros, de modo que as
manipulacées podem ser levadas a efeito com letras que representam
numeros. [...]”. Resta analisar que sentido e significado essas letras
assumem num determinado contexto especifico.
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Lembramos que toda sentenca que apresenta letras pode ser
interpretada de formas diferentes, de acordo com o propésito a que se
destina. Assim, podemos ter a representacdo de uma formula A=b x h
(para expressar a area de um retangulo de dimensées de medida b e h),
ou de uma equacdo, como, por exemplo, 3x = 6, ou ainda a
representacdo de uma identidade sen x = cos x. tg X, ou mesmo de uma
propriedade 1 = n. (1/n).

Isso é importante no sentido de considerar que nem sempre as
sentencas que apresentam letras podem ser substituidas por numeros, o
que pode constituir uma grande confusdo em termos de atribuicao de
sentido e significado. Isto porque as letras podem assumir diferentes
valores numa sentenca, da mesma maneira que podem representar
nameros e/ou pontos, por exemplo, ou medidas de segmentos (AB =
BC). Podem também indicar proposicoes logicas (p, q), matrizes, vetores
e até operacdoes como, por exemplo, 2 * 3, em que * vem a representar
uma operacdo qualquer: adicdo, subtracdo, multiplicacdo, entre outras.

O exposto acima leva-nos a considerar, em se tratando do
desenvolvimento do pensamento algébrico, resultados de pesquisas que
apontam o salto semantico existente entre o pensamento aritmético e o
pensamento algébrico.

Esse salto semantico significa entender que, no campo
aritmeético, o resultado de uma adicao pode ser expresso por um numero
que representara sua soma, como, por exemplo: 5 + 3 = 8. No entanto,
no campo algébrico, a expressao “a + b” vai significar tanto o
procedimento como a solucdo. Feito isso, o trabalho volta-se para a
manipulacdo da sentenca que expressa as relacdoes entre os dados do
problema. Devemos lembrar que, se este aspecto nédo for considerado,
nao poderemos atribuir significado a erros cometidos pelos alunos, que
podem julgar ser necessaria, como acontece na aritmética, uma resposta
Unica, indicando “ab” como resultado de “a + b”.

E nesse salto semantico que podemos também identificar uma
operacao cognitiva de conversdao, abordando wuma teoria de
representacoes semioticas. Isso porque a sentenca matematica que se
obtém para um determinado problema pode significar, em determinado
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momento, tanto a solucdo como um procedimento. No caso em questdo
— da sentenca que expressa o valor total a pagar, dependendo do preco
unitario de cada produto —, representa o procedimento através do qual
se podera obter a solucdo do problema apés atribuicao do valor
numeérico da cada letra da sentenca.

Ao procedermos desta forma, estaremos transitando entre dois
sistemas semioticos de representacdo: a lingua materna e a linguagem
algébrica, e € necessario aceitar ou admitir que a resposta encontrada
indique a expressdo que permitirda encontrar o valor numérico que
significara a resposta para o problema. A expressao geral constitui,
provisoriamente, uma solucdo que sera dependente dos valores
numeéricos que poderao assumir as diversas letras utilizadas.

Sera importante, nesse sentido, em se tratando de uma operacao
cognitiva de conversdo, proceder com variacoes num dos registros
semiodticos de representacdo e verificar as variacbes concomitantes no
seu registro associado. E este procedimento, de natureza metodolégica,
que caracteriza o processo de conversdo e pode compreender a
coordenacdo pelo sujeito aprendente. E importante levar em
consideracdo esta exigéncia, a fim de n&o consolidar uma simples
atividade de decodificacdo que nao leva a conceitualizacdo. Como
exemplo, propomos a alteracdo das quantidades de cada produto ou o
acréscimo de outros. Essa alteracdo provocara mudancas nas sentencas
matematicas em linguagem algébrica, construidas para representar o
custo de uma cesta basica. Cada alteracdo nos valores da tabela
provocara uma alteracdo num outro registro, pertencente a outro
sistema semidtico a ela associado, isto é, a sentenca matematica
representativa do preco total.

Prosseguindo com a busca das solugoes aos diversos problemas,
podem-se organizar os dados de outras formas, a exemplo da tabela a
seguir, relativa ao consumo de quatro familias em um més:
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Familia | Arroz (kg) | Feijao (kg) | Batata (kg) | Trigo (kg)
A 10 6 5 10
B 12 9 3 6
C 8 6 4 8
D 10 8 6 10

As mesmas informacoes podem ser expressas por meio da
linguagem algébrica. Nesse sentido, o consumo das familias pode ser
representado por:

- consumo da familia A

[10a + 6f + 5b + 10t]

- consumo da familia B

[12a + 9f + 3b + 6]

- consumo da familia C

8a + 6f + 4b + 8t

- consumo da familia D

[10a + 8f + 6b + 10t]

Ressalta-se, neste momento, a congruéncia semantica entre os
registros dos dados na tabela e a representacao por meio da linguagem
algébrica. Os dados na tabela encontram-se na mesma ordem, existindo
a correspondéncia semantica terminal, isto é, 10 kg de arroz sao
representados por 10a, e ha correspondéncia entre as unidades de
significado (para cada item da tabela, um registro na linguagem
algébrica). Isso é importante evidenciar, para destacar o grau de
facilidade em circular entre as duas formas de representacao.
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Para obter a quantidade de cada produto comum consumido
pelas familias, em vez de simplesmente adicionar 10+12+8+10=40 e
fornecer a resposta 40 kg de arroz, poder-se-ia adicionar cada “produto”
comum das familias.

10a + 12a + 8a + 10a = 40a
6f + of + 6f + 8f = 29f
5b+3b +4b + 6b = 18D

10t + 6t + 8t + 10t = 34t

A congruéncia semantica também pode ser apontada se a leitura
dos dados da tabela for feita na vertical.

Aqui entra em jogo o foco da atividade algébrica, que diz respeito
aos procedimentos e a suas regras. Em se tratando de uma teoria de
representacoes semiobticas, estaremos diante de uma operacdo cognitiva
de tratamento. Assim, ha a possibilidade de que somas de termos de
mesma natureza resultem numa sentenca final, que constituira a
resposta do problema.

Parece ser simples e trivial que a sentenca 40a + 29f + 18b + 34t
constitua a solucao do problema, mas nao é. Os alunos poderao buscar
respostas Unicas, em virtude de seu pensamento aritmético
caracterizado pelo fechamento, diferente do pensamento algébrico. Por
exemplo, 5 + 3 (processo) = 8 (solucao) e a + b (procedimento e solucdo).
Se isso acontecer, é importante haver o reconhecimento, por parte do
professor, de que a natureza do erro advém do salto semantico entre o
foco da atividade aritmética e da atividade algébrica. De posse do
conhecimento da natureza do erro de seus alunos, o professor podera
melhor encaminhar seu trabalho.

Outra questdo diz respeito a ndo congruéncia seméantica. A
tabela dispoe os dados de modo a fornecer o gasto por familia e o gasto
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por produto. O gasto total das familias, representado pela sentenca 40a
+ 29f + 18b + 34t, nao pode ser retirado da tabela. Um dos critérios
exigidos para a existéncia de congruéncia semantica ndo & cumprido,
isto é, as unidades de significado da sentenca solucdo nao possuem
correspondente na tabela.

O problema pode sofrer variacoes para explorar outras operacoes,
como, por exemplo, a subtracao:

[12a + 5f+ 12f + 10a - 5a - 9f

Neste caso, convém evidenciar que, segundo Booth (1995, apud
Coxford; Shulte, 1995), pode manifestar-se uma dificuldade para a
simplificacdo da expressdo, em virtude da interpretacdo do simbolo
operatorio. Segundo o autor, em aritmética, “simbolos como “+” e “=” sdo
geralmente interpretados em termos de acdes a serem efetuadas, de
modo que + significa efetivamente realizar a operacdo, e = significa
escrever a resposta” (Ibidem, p. 27). O sinal de igual €, segundo o autor,
unidirecional e busca por uma resposta numeérica. Para o autor,

a ideia de que o simbolo de adicao possa indicar tanto
o resultado de uma adicdo com a acdo, ou de que o
sinal de igualdade possa ser visto como indicador de
uma relacdo de equivaléncia em vez de um simbolo
para “escreva a resposta”, pode nao ser percebida de
imediato pelo aluno, embora essas duas nocoes sejam
necessarias para a compreensao algébrica. (Ibidem, p.
28).

Na operacdo cognitiva de tratamento, poderemos propor o
procedimento de reunir incégnitas de mesma natureza para somar ou
subtrair, como, por exemplo: 12a + 10a - 5a + 5f + 12f - 9f, e, apos,
realizar a reducdo ou as operacdes indicadas, obtendo 17a + 8f. No
entanto, ha que considerar resultados de pesquisa que se referem a
representacdo dos simbolos pelos alunos, que os levam a cometerem
erros. Podemos citar, por exemplo, o resultado notadamente admitido,
por eles, de 25af para a adicdo de 17a + 8f. Esse erro € atribuido a
interpretacdo incorreta para o simbolo operatorio que, na maioria das
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vezes, € associada a acao efetiva associada ao simbolo da adicao,
advinda do pensamento aritmético de juntar. O erro também pode ser
interpretado como a transferéncia, segundo Matz (1980, apud Coxford;
Shulte, 1995), da justaposicao para este tipo de adicdo, assim como

- - . 1
ocorre com as representacoes de fracoes mistas 2=, que representam a
2

adicdo de duas unidades inteiras com metade da unidade, logo 5, 1.
2

Esta justaposicdo também estd implicita na notacdo arabica dos
numeros, em virtude da estrutura do sistema de numeracao utilizado,
compreendendo uma base dez e o valor posicional, como, por exemplo:
53=5d + 3 u.

Essas atividades comecardao a desenvolver no aluno a ideia do
pensamento algébrico; destacamos, contudo, que sera conveniente, no
inicio da aprendizagem, representar termos como Sa em 5 X a, com o
objetivo de impedir a transferéncia do pensamento aritmético para o
pensamento algébrico, tal como no caso da justaposicdo. Isso porque
existe o salto semantico a ser considerado, que vai requisitar uma
estrutura triade da funcao da expressdo de uma representacido. Essa
estrutura triade, por sua vez, vai colocar em jogo os significantes ligados
aos significados atribuidos de uma significacdo, por parte do sujeito
aprendente, tendo por referéncia um determinado objeto matematico.

No caso em questdo, “a” € um registro de representacao relativo
ao preco de um quilo de acucar, “S x a” € o preco a pagar por 5 quilos de
acucar, e € esta significacdo que devera ser atribuida pelo sujeito no
momento da formacdo das expressoes que envolvem os dados do
problema. Estes encaminhamentos, proprios das etapas previstas para
um trabalho envolvendo Modelagem Matematica, mostram-nos as
possibilidades de conceitualizacdo dos objetos matematicos envolvidos.

Dependendo do nivel de escolaridade dos alunos, o professor
podera aprofundar as ideias, propondo, por exemplo, generalizacdes, isto
é, em vez de referir-se a um determinado produto, como o arroz, ira
reportar-se mais genericamente a uma variavel x qualquer, que possa
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representar e possibilitar outras operacdes, como o produto de 3x por x,
pois com arroz nao tem sentido 3a . a = 3aZ2.

Este procedimento é importante para conduzir a diferenciacao
entre letras e variaveis. No inicio, atribuir letras que representam as
iniciais dos produtos a que se referem pode ser um caminho para
atribuicao de significacdes aos registros de representacao. No entanto,
essas iniciais tém que ser substituidas por outras, para que o aluno seja
levado a interpretacdo das letras em algebra, principalmente porque é
necessario induzir o aluno a um referencial numérico no momento de
interpretar as letras. No caso em questdo, “a” representa o preco de um
quilo de arroz e nao o proprio quilo de arroz.

Essa atribuicao de significacdo, acompanhada de sua
interpretacdo numeérica, possibilitara que os alunos diferenciem letras
que representam numeros de letras que representam variaveis, as quais
podem assumir diferentes valores; e também podera fazer com que eles
atribuam significado numeérico para uma letra, a ponto de afirmar ser
possivel a igualdade x +y+z=x+p+zquandoy = p.

Se os alunos forem levados a atribuir letras de acordo com as
iniciais das palavras ou de situacdes representadas, encontrardo
dificuldades para admitir a identidade acima e outras que surgirdo em
qualquer ramo da matematica.

Assim, X passa a ser a letra que permite outras operacoes, como
a multiplicacdo, a divisdo, a potenciacdo, entre outras.

Ainda no Ensino Basico, poder-se-ia trabalhar o valor numérico
de uma expressao algébrica (ndo necessariamente deve ser este nome),
valendo-se da tabela de precos. Poderiamos, no contexto de um trabalho
com Modelagem Matematica, continuar levantando questdes pertinentes
a situacdo em questdo. Assim, perguntariamos: “De que forma
poderiamos apresentar o gasto consumido, com acucar e feijdo, por
todas as familias?”.

Poderemos esperar, de acordo com esta pergunta, a busca por
valores numeéricos para responder a questdo, sem que os alunos
compreendam que a expressdo 17a + 8f é a resposta a ser dada para a
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pergunta. Entao, atribuimos valores para o preco do agucar e do feijao,
como, por exemplo, a = 0,65 e f = 0,80, e mudamos a pergunta,
questionando o preco a ser pago na situacao acima explorada.

Interessante sera considerar o que nos colocam Chalouh e
Herscovics (1975, apud Coxford; Shulte, 1995) em relacdo ao dilema
nome-processo. Apontam que, numa equacao do tipo area = b x h, o
primeiro membro da igualdade expressa o nome e o segundo o processo.
Por essa razdo, podem ocorrer respostas incorretas do tipo 25af para a
pergunta relativa ao gasto com acgucar e feijao, com a interpretacdo de
que se estaria gastando “25 com acucar e feijao”, revelando-se, entéo, a
necessidade de um nome para o processo 18a + 7f.

Em se tratando de uma teoria de representacdes semioticas, cabe
lembrar que estas dificuldades serdao enfrentadas na operacdo cognitiva
de tratamento, pois os alunos estarado realizando transformacdes no
interior de um mesmo sistema semi6tico de representacdo. E ainda,
neste aspecto, poder-se-ia oportunizar uma atividade bastante rica,
envolvendo a decomposicao decimal e ndo decimal, enfrentando-se, ao
mesmo tempo, o problema da justaposicao.

Exemplo: Tomemos as expressoes

17a e 8f. Uma decomposicao possivel é:

17a=10a + 5a + 2a e 8f = 5f + 2f + f (10a + 5a + 2a) + (5f + 2f + {)
Substituindo a e f por seus valores respectivos, temos:
(10.0,65+5.0,65+2.0,65+(5.0,80+2.0,80 +0,80) =
(6,5 + 3,25+ 1,30) + (4,0 + 1,60 + 0,80) = 17,45; ou ainda:
(17.0,65) + (8. 0,80) = 11,05 + 6,40 = 17,45

No entanto, sera necessario primeiramente levar os alunos a
compreensdo de que um termo do tipo “10a” €& a representacao
simplificada da expressdo “10 x a”. Seguindo as etapas da Modelagem
Matematica, poderiamos, inclusive, apresentar outros questionamentos
relativos ao tema, a exemplo de:

a. Como escrever 6 vezes 7 em aritmética?
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b. Como escrever 2 vezes x?
Como escrever a vezes b em linguagem da algebra?
Para nao confundir o sinal de vezes com a letra x, represente o
produto, justapondo, lado a lado, os termos: 8 x x = 8x.
e. E possivel fazer o mesmo para representar a multiplicacdo de
dois numeros? Por qué?
f. Lembrando que 1 x 3 = 3, como poderemos escrever 1 x x?
. E possivel afirmar que a x 3 = 3a? Justifique sua resposta.
h. Na figura abaixo, represente as areas parciais do retangulo:

B o

Area 1 =
3 Area 1 Area 2 Area 2 =

Area total do retangulo
B - ; c ABCD

Em se tratando de uma teoria de representacdes semibticas,
poderiamos afirmar que as questdes propostas representam operacdes
cognitivas de formacdo, pois solicitam a formacdo de registros de
representacdo para expressar as relacoes propostas entre valores
numeéricos e entre valores numeéricos e letras. Os diferentes significantes
nao sao utilizados somente para representar essas relacoes, mas seguem
a estrutura triadica, na qual os significantes representam registros de
um determinado significado (area), e, em relacdo a significacao,
contemplam desafios cognoscitivos, ao propor ora numeros, ora
nameros e letras representativos das medidas dos lados das figuras
geométricas, para as quais solicita a obtencdo da medida da area.
Também estaria sendo contemplada a operacdo cognitiva de tratamento,
pois os desafios contemplam as transformacoes no interior do mesmo
sistema semiético.

Esta questdo poderia compreender outro tipo de desafio,
propondo-se a obtencdo do calculo da area da figura, sem explicitacao
das areas parciais.
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A D

4

B C
X 5

Eliminando-se a divisdo da figura em suas partes constituintes,
estar-se-a propondo a formacédo da sentenca que representa a area, de
forma a envolver uma multiplicacdo por uma adicdo, o que exige os
parénteses. Esta proposta representa, novamente, enfrentar o salto
semantico entre o pensamento aritmético e o algébrico, com acréscimo
de outro sistema semibtico da representacdo (a linguagem geométrica).
Isto porque, segundo Booth (1995, apud Coxford; Shulte, 1995, p. 33),
“um dos aspectos em que as idéias aritméticas dos alunos podem influir
em seu desempenho € o uso dos parénteses. As criancas geralmente nao
usam parénteses [...] porque acham que a seqUiéncia escrita de
operacoes determina a ordem em que os calculos devem ser efetuados”.

Este resultado de pesquisa auxilia-nos a interpretar erros do tipo
4 x at+ 5, significando que o aluno acredita que esta sentenca traduz a
sequéncia de operacoes por ele pensada, isto é, a adicao de a com 5,
primeiramente, e sua multiplicacdo por 4, em seguida. Este erro é fruto
de uma visao incorreta da representacao aritmética, que é transportada
para a representacdo algébrica, significando que, no desenvolvimento do
pensamento algébrico, encontramos, muitas vezes, formas de
pensamento aritmético, corretas ou falhas.

Outras maneiras de decompor as expressoes 17a e 8f poderiam
ser usadas e a partir delas far-se-ia um trabalho envolvendo as
propriedades associativas, comutativa, propriedade distributiva da
multiplicacao em relacao a adicao e outras.

Também outros contetidos podem ser trabalhados como, por
exemplo, equacdes simples do 1°. grau, a partir das tabelas, envolvendo
pelo menos duas situacoes interessantes:

a) O produto é determinado.
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Um pacote de 5 kg de arroz custa R$ 3,25. Quanto custa um kg
de arroz?

Representando Sa como sendo 5 kg de arroz:

5a = 3,25
5a 3,25
5 5
a = 0,65
a = R$0,65

Ressalta-se, na solucdo apresentada, a congruéncia semantica,
pois as unidades de significado estdo na mesma ordem: eXiste
congruéncia semantica terminal, e as unidades de significado no
problema em lingua materna apresentam-se na mesma ordem das
unidades de significado da solucao em linguagem algébrica.

b) O produto ¢ indeterminado.

Ao trabalhar uma situacdo na qual o(s) produto(s) nao é(sao)
conhecido(s), pode-se introduzir a ideia da variavel x e/ou y, onde x
e/ou y significa(m) um produto qualquer.

Segundo Demana e Leitzel (1995, apud Coxford; Shulte, 1995, p.
74),

[...] € um fato bem conhecido que os alunos tém
dificuldades com o conceito de variavel e que essa pode
ser decisiva para um fracasso em algebra.[...] a
introducdo de variaveis para representar relacoes
funcionais em situacdes-problema concretas da aos
alunos a percepcdo de que as variaveis podem
representar nimeros de vastos conjuntos numéricos e
de que elas sdo instrumentos uteis na descricdo de
generalizacoes.
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E possivel verificar que esta etapa de um trabalho com
Modelagem Matematica €& potencialmente wuma fonte para as
conceitualizacoes de objetos matematicos.

A introducdo de tabelas para expressar relacdes generalizadas é
uma forma de propiciar que os alunos adquiram pratica em escrever
expressdes. Para tanto, suponhamos a seguinte questdo, ainda retirada
de uma tabela:

5 kg de certo produto custam R$ 4,00. Quanto custa 1 kg desse
produto?

Sendo o produto desconhecido, vamos chama-lo de x ou y ou z
ou w, ou qualquer outra letra.

Devemos lembrar que a letra utilizada para representar a variavel
pode ser associada a um rétulo, como, por exemplo, 3m significar 3
metros, igualmente quando simplificamos a féormula da area de um
retangulo, escrevendo A = b x h, forma resumida da expressédo area =
base x altura. Por isso a importancia da escolha de letras quaisquer
para representacao de valores que irdo variar de acordo com o contexto
ou situacao.

Podemos considerar a letra x, entao:

5x = 4,00
5x 4,00
5 5
x = 0,80
x = R$0,80

A importancia da escolha de uma mesma letra em diversas
situacoes deve-se ao fato de que estamos enfrentando saltos semanticos.
Neste caso especifico, entre o pensamento aritmético e o pensamento
algébrico. Em se tratando de uma operacdo cognitiva de formacao,
estaremos criando uma situacdo especifica de aprendizagem, na qual x
assume um valor Unico para esta situacédo especifica, devendo, porém,
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assumir outro numa outra situacdo, a exemplo de: “6 kg de certo
produto custam R$ 12,00. Quanto custa 1 kg desse produto?”

Segundo Booth (1995, apud Coxford; Shulte, 1995, p.31-32):

mesmo quando as criancgas interpretam as letras como
representacdes de nimeros, ha uma forte tendéncia a
considerar que as letras representam valores
especificos Unicos, como em “x + 3 = 8”, e nao
numeros genéricos ou variaveis como em X +y =y +
X.”. [...] Um dos problemas decorrentes dessa visdo das
letras é que as criancas muitas vezes assumem que
letras diferentes devem necessariamente representar
valores numéricos diferentes. Conseqlientemente,
muitos alunos entendem que “x + y + z” nunca pode
seriguala “x+p + z".

Outras questdes poderiam surgir dessa situacdo. Em vez de
simplesmente resolver a equacdo, o problema poderia ensejar outras
questoes, tais como: “Qual(is) é(sdo) o(s) possivel(is) produto(s)?”, “Qual
ou quais sdo os mercados?”. Assim, além de encontrar o valor do
produto, conhecer-se-ia(m) o(s) possivel(is) produto(s).

Conforme o nivel de ensino trabalhado, a resolucao desta
situacdo pode envolver o trabalho com o conceito de equacdo, os
principios aditivos e multiplicativos, os processos de resolucdo e outros
aspectos que se fizerem pertinentes.

Se o trabalho estiver sendo realizado com o Ensino Basico (1% a
4% séries ou anos iniciais do ensino fundamental), o professor pode
valer-se dos varios materiais disponiveis para favorecer a compreenséo
dos conceitos e das equacdes, bem como, nas situacoes acima, do
trabalho com o sistema monetario.

Outros contetdos, como sistemas de equacdes do primeiro grau
com duas variaveis, poderiam ser trabalhados a partir de situacodes
como:
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4. A diferenca entre 1 kg de certo produto e 3 kg de outro é de R$ 0,20.
A soma de 1 kg de cada um dos produtos é R$ 1,80. Quais séo os
possiveis produtos e qual(is) o(s) mercado(s)?

Essas situacdes podem ser construidas com os proprios alunos
ou apresentadas pelo professor, como desafio. A situacdo proposta foge
das questoes apresentadas em livros textos, pois € real e faz parte do
contexto do tema.

A questdo apresenta-se como oportunidade para enfatizar a
importancia:

1) da compreensao da linguagem corrente e da linguagem
matematica;
2) da construcdo de wuma expressdo matematica (modelo
matematico) que represente a situacao envolvida;
3) dos métodos de resolucao.
Voltando a situacao proposta, podemos chamar de x um dos
produtos e de y o outro.

A traducao da linguagem corrente em linguagem matematica
(simbélica):

x-3y=0,20
x+y=1,80

O sistema representa o modelo matematico da situacdo em
estudo.

A resolucao do sistema pode ser feita:
1. por métodos analiticos (adicdo, subtracdo ou comparacao);

2. por método geométrico (grafico).
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Método da Adicao. {X - 3y =0,20

x+y=180
Multiplicando por (-1) a primeira equacao, temos: - X + 3y =-0,20

Substituindo o valor de y na 2% equacéo, temos: X tY = 1,80

X + 0,40 = 1,80 / 4y =1,60
x = 1,80 - 0,40 dy 1,60
x=1,40 T - T
x = R$ 1,40 y =0,40
y = R$ 0,40

Outros métodos, como os da substituicio e da comparacao
também poderiam ser aplicados.

Convém ressaltar, mais uma vez, a importancia de perceber o
salto semantico entre o pensamento aritmético e o algébrico, que pode se
manifestar no momento da operacédo cognitiva de formacéo. Isso porque,
para representar as relacdes entre os dados do problema, sera
necessario utilizar letras com o estatuto de incégnita. No campo
aritmético, essas relacoes seriam contempladas de forma diferente do
campo algébrico. A soma dos precos dos dois produtos pode ser
repartida em quatro partes, visto que a diferenca apontada leva em
conta quatro partes (1 kg de um produto e 3 kg do outro). Assim, 1,80
poderia ser dividido por 4, o que estabeleceria os valores de 0,45 e 1,35.
A um dos valores deve ser acrescentada a quarta parte da diferenca e, ao
outro, deve ser subtraida essa quarta parte, para resultar na diferenca
de 0,20.

Para uma solucdao no campo algébrico, essas relacdoes seriam
expressas de formas diferentes. As letras entrariam para expressar os
precos dos produtos (com o estatuto de incégnitas) e outras operacoes
cognitivas seriam contempladas para representar o valor de 3 kg de um
produto e de um kg do outro. A relacdo 3y ja compreenderia esse salto
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semantico, visto que essa formacdo, com justaposicao do algarismo e da
letra, representaria a multiplicacao de 3 pory.

Importante sera também considerar que a formacao da sentenca
pode revelar a sua forma de resolver o problema e os procedimentos
utilizados. Por essa razao, ficara mais dificil formar uma sentenca em
linguagem algébrica para representar a adicdo de dois termos, se ele
conta na sequéncia. Ficara muito dificil entender as sentencas utilizadas
para representar os dados do problema acima, se o aluno lancar méao de
procedimentos de solucao baseados num raciocinio aritmético.

Vejamos um exemplo: “A soma de dois numeros é 10, e a sua
diferenca é dois. Quais sdo os numeros?” Um aluno procede da seguinte
maneira para encontrar a solucdo do problema: se os dois numeros
fossem iguais, cada um seria 5, mas, como existe uma diferenca de dois,
entdo somo uma unidade a um deles (5 + 1) e retiro uma unidade do
outro (5 - 1). Os numeros sao, portanto, 4 e 6. Transportando este
pensamento para o pensamento algébrico, as sentencas matematicas
traduziriam os procedimentos de resolucéo:

1) Dois numeros iguais seriam representados por x, levando a
sentenca: x + x = 10 ou 2x = 10, logo x = 5.

2) Somo uma unidade aum deles: z=x+ 1,logoz=5+ 1= 6.

3) Subtraio uma unidade ao outro: w=x-1=5-1=4.

) X+x=10
Sintese: conjunto de sentencas:
z=x+1
w=x-1

Segundo Booth (1995, apud Coxford; Shulte, 1995, p. 35),

se os alunos tém de aprender (e wusar) os
procedimentos mais formais, primeiro devem perceber
a necessidade deles. Isso requer (a) que o professor
reconheca que os alunos podem dispor de um método
informal para um dado tipo de problema; (b) que o
valor desse método informal para a resolucao de
problemas simples seja reconhecido e discutido; e (c)
que as possiveis limitacées do método sejam
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consideradas, simplesmente tentando-se usa-lo em
problemas de mesma espécie, porém mais dificeis.

Nos procedimentos adotados acima, é possivel reconhecer
operacoes cognitivas de tratamento, quando as transformacées ocorrem
no interior do mesmo sistema semiotico de representacao e de
conversao, no momento em que se transita da lingua materna para a
linguagem algébrica. Assim, as variacoes podem ser exploradas.

Ao propor outros métodos, podemos contemplar, no processo, a
operacao cognitiva de conversdo, necessaria para as conceitualizacoes.
Vejamos o exemplo do método geométrico:

x-3y:o,2o:>y:#

x| 0,200,440 (0,80 ]| 1,20 | 1,40 | 1,60

y 0 0 0,30 - 0,40 -

x+y=180 — y=180-x

X140 (1,20| 1,40 1,80

Y |[0,80[0,60 0,40 O
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(0,4;1,4) ™

-4

Este procedimento prioriza a operacdo cognitiva de conversao e,
para que seja mais bem explorada, torna-se necessario proceder com
variacoes nas unidades significativas pertinentes em um dos registros,
pertencente a um determinado sistema semidtico, e verificar as
alteracoes no registro associado, pertencente a outro sistema semiético.

Assim, poderemos alterar a diferenca entre um quilo de certo
produto e trés quilos de outro. Ou, ainda, o valor da soma de um quilo
de cada produto. Estas alteracdes possibilitariam identificar
interferéncias nas coordenadas do ponto de intersecao das retas que
representam as funcoées.

Consideracodes finais

Os resultados e as andlises apresentados compreenderam as
formas de articular a Modelagem Matematica enquanto metodologia
para o processo de ensino, com uma teoria de representacdes semibticas
que possibilita as conceitualizacbées que se fazem presentes e que se
tornam necessarias para a resolucdao dos problemas levantados pelos
temas propostos.

99



ZETETIKE — FE — Unicamp — v. 18, n. 33 — jan/jun — 2010

Nas etapas presentes no processo de Modelagem Matematica, é
possivel vislumbrar momentos em que os interesses do grupo podem ser
valorizados, conforme segue: escolha do tema; pesquisa exploratoria;
levantamento do(s) problema(s) e situacdes em que as conceitualizaces
sdo necessarias a resolucao do(s) problema(s); analise critica das
solucgdes, o que permite recorrer as operacoes cognitivas de producéo; e
tratamento e conversdo para dar conta do par semiésis/noésis presente
no processo de aprendizagem.

O contexto da Modelagem serve para atribuicao de sentido e
significacdo aos conceitos, pois o tema e sua problematizacdo serdo
responsaveis pelas atribuicoes de significacoes ao par
significante/significado, tendo por referéncia um determinado objeto
matematico. No caso em questdo, apresentamos uma reflexdo sobre os
significantes pertencentes ao sistema semiético que utiliza a linguagem
algébrica, no sentido de ressaltar as questdes presentes no salto
semantico que existe entre o pensamento algébrico e o aritmético. Esses
pensamentos devem ser levados em conta na interpretacdo das
producoes académicas, nos diversos momentos do processo de ensino,
no qual estardo sendo contempladas as operacdes cognitivas de
producao, tratamento e conversao.

O trabalho com Modelagem Matematica pode receber
contribuicoes de resultados de pesquisas referentes as
conceitualizacoes, aos obstaculos epistemolégicos, as dificuldades que
podem ser inerentes a um tipo especifico de sistema semi6tico e a outros
que se originam do processo de conversao, que significa transitar entre
sistemas semioticos diferentes. Também pode caracterizar pesquisas que
venham a auxiliar a interpretar os erros cometidos, trazendo uma luz a
organizacdo da pratica educativa, no sentido de ajudar os alunos a
evitarem ou a corrigirem seus erros e, igualmente, apontar que as ideias
no campo algébrico podem parecer simples aos adultos, mas nédo o séo
aos sujeitos no inicio de sua aprendizagem.

As ideias do texto, sem constituir uma apresentacdo de um
receituario, apontaram de que forma o desenvolvimento do pensamento
algébrico pode ser beneficiado com wuma proposta de Modelagem
Matematica e com as contribuicdoes de uma teoria de representacodes

100



ZETETIKE — FE — Unicamp — v. 18, n. 33 — jan/jun — 2010

semioticas para atribuicao de significacoes. Nesse sentido, a proposta de
expressoes algébricas como respostas dos problemas que se colocam
pode ajudar os alunos a criar essas significacoes. O importante foi
perceber que os significantes podem pertencer a sistemas semi6ticos
diferentes, por estarem sendo objeto de resolucao das problematizacdes
que se colocam em virtude do tema.

O trabalho com Modelagem Matematica, complementado por
uma teoria de representacdes semioéticas, auxilia a enfrentar obstaculos
cognitivos referentes a: falta de referencial numeérico na utilizacdo das
letras; percepcao de sentencas abertas como incompletas; o dilema
nome-processo; a justaposicdo. Sera no enfrentamento destes
obstaculos e em suas superacoes que se fara a possibilidade do
desenvolvimento do pensamento algébrico, que devera passar por:
utilizacao de letras para representarem quantidades ocultas ou
desconhecidas e também para representarem incégnitas; atribuicdo de
significacdo a justaposicdo na representacao algébrica como
representacdo de uma multiplicacdo, diferenciando-a da justaposicao da
notacdo arabica como adicao de valores relativos; atribuicao de
significacdo a ordem das operacdes numa expressao aritmética, a fim de
transportar essa significacao para as expressoes algébricas; e atribuicdo
de diferenciacao entre estado e processo, conduzindo a significacao das
relacoes de identidade e de igualdade.

Existem estudos como, por exemplo, os de Leitzel e Demana
(1995, apud Coxford; Shulte, 1995), que podem contribuir para a
superacao desses obstaculos, visto que apresentam uma proposta para
iniciar os alunos no pensamento algébrico, especificamente nos
conceitos basicos da algebra a partir de calculos numéricos e resolucéo
de problemas. Tais abordagens vém ao encontro de nossa proposta e
podem ser por ela complementadas. Outros estudos, como os de Lesh,
Behr e Post (1995, apud Coxford; Shulte, 1995), voltados para o
raciocinio com proporgoes, mostram a sua importancia para o
aprendizado da algebra. Também os estudos de Kieram (1995, apud
Coxford; Shulte, 1995), apresentam duas abordagens para o processo de
ensino da algebra: uma delas focaliza as operacoes dadas (abordagem
aritmética) e a outra, as inversas das operacoes (abordagem algébrica),
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ambas importantes para enfrentar o salto semantico existente entre
pensamento aritmético e algébrico, fonte de obstaculos cognitivos.

Todos os estudos sdo compativeis com a proposta da Modelagem
Matematica, respaldada por uma teoria de representacoes semiobticas, e
tanto a complementam como subsidiam. A Modelagem, por propor o
tema e a problematizacdo, que sera acompanhada da busca de solucédes
e sua apreciacao critica; e a teoria de representacdes semiébticas, por
propor as operacdes cognitivas de producdo, tratamento e conversao,
necessarias para as conceitualizacdes que se colocam como exigéncias
para as solucoes buscadas.
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