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sobre um recurso que quotidianamente se utiliza no ensino e na aprendizagem
de conceitos: os exemplos. Ao material bibliografico que existe sobre o ensino e
aprendizagem de conceitos matematicos quisemos, no caso particular do
conceito de funcdo, acrescentar dois aspectos oriundos de uma linha de
investigacdo emergente, que é a exemplificacdo de conceitos matematicos. Sao
eles a transparéncia e a variagdo, e podemos encontra-los nos exemplos que se
utilizam numa aula de matematica. Todo exemplo ou colecoes de exemplos que
utilizamos incorporam estes dois aspectos que, por vezes, utilizamos de forma
mecanica e nao intencionada. Contudo, tomando consciéncia das funcoées da
transparéncia e da variacdo, estas poderdo maximizar a efetividade da
exemplificacdo que usamos no ensino de conceitos matematicos.
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The transparency and variation of the
examples used in the learning of
mathematical concepts

Summary: This article aims to give the teacher a different perspective about a
resource that is daily used in the teaching and learning of concepts: the

examples.

To the existent bibliography about the teaching and learning of mathematical
concepts we wanted to add, in the particular subject of the concept of function,
two aspects arisen from a new line of investigation, the exemplification of
mathematical concepts. These are transparency and variation and we are able to
find them in the examples used in a mathematics classroom. Every example, or
example collections, we use incorporate these two aspects sometimes in a
mechanical and unintentional way. However, if we realise the importance of the
role played by transparency and variation, they both could maximize the
exemplification effectiveness when teaching mathematical concepts.

Key words: Concepts exemplification; Transparency; Dimension of possible

variation; Function concept.

Introducéao

Na situacdo de trabalho quotidiano de um professor de
matematica, vamos analisar o uso do exemplo e as designacdes que ele
toma em funcao do papel que se lhe da na sala de aula. Além disso,
daremos os contornos precisos do exemplo no uso que dele se faz, e nao
do seu tipo ou natureza. Isto é, ndo distinguiremos os exemplos por
serem exercicios resolvidos ou por resolver, por serem uma situacdo de
problema ou de rotina de um algoritmo, mas, sim, pelo objetivo do seu
uso.

Este artigo apresenta-se, de alguma forma, sob o aspecto de
ensaio. Assim, os autores utilizam esta forma de comunicacdo por ser
aquela que permite maior liberdade na apresentaciao de uma perspectiva
pessoal. Pretende-se a divulgacdo da pouca bibliografia existente sobre
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exemplificacdo, integrando-a no processo de ensino-aprendizagem do
conceito de funcao. Esta perspectiva nao é fruto de investigacdo alguma,;
visa, antes, reunir numa Unica situacao alguns aspectos do processo de
ensino-aprendizagem de conceitos que se encontram dispersos.

Para concretizar o nosso objetivo, socorremo-nos de um conceito
em particular e de um recurso educativo quotidiano. O conceito
escolhido € o de funcao e o recurso educativo € o uso de questoes de
escolha multipla.

Da revisao bibliografica que fizemos sobre exemplificacdo de
conceitos, selecionamos os dois aspectos que consideramos mais
interessantes e que estdo, por sua vez, muito pouco tratados na
bibliografia. Sera uma abordagem feita a partir da interpretacdo de
exemplificacdo através das nocoes de transparéncia de um exemplo a um
conceito e das dimensées de variacdo referidas a um conceito; e, das
duas, particularizaremos a ideia de exemplo transparente e
multidimensionado aplicado a uma situacdo muito concreta, as questoes
de escolha multipla.

1. Exemplos, transparéncia e variacao

1.1 Os exemplos

Ha ja muito tempo foi reconhecido que os alunos aprendem
matematica mais pelo envolvimento com exemplos do que através de
definicoes formais. Alias, é pelos exemplos que as definicdes tém algum
sentido (Watson; Mason, 2002).

Rissland-Michener (1978) propés quatro categorias para os
exemplos:

1. Exemplos iniciais: na primeira abordagem de uma qualquer
teoria existem exemplos que sobressaem facil e imediatamente; sdo estes
que nos permitem iniciar o estudo de um novo tema e que se utilizam
para as primeiras definicoes e resultados, dando, assim, ocasido a que
surjam as primeiras intuicoes uteis.

2. Exemplos de referéncia: sao aqueles exemplos aos quais nos
referimos repetidamente. Sdo basicos e largamente aplicaveis e
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proporcionam um marco de referéncia a partir do qual muitos
resultados e conceitos estdo ligados entre si. Usam-se também para
verificar a compreensao de conceitos, resultados ou processos.

3. Exemplos modelo: sdao exemplos paradigmaticos e genéricos.
Eles sugerem e sistematizam expectativas e assuncoes automaticas
sobre resultados e conceitos. Sdo os exemplos que nos indicam casos
gerais. Dada a sua natureza genérica, os exemplos modelo estao
freqiente e intimamente ligados aos argumentos “sem perda de
generalidade”.

4. Contraexemplos: estes exemplos sao familiares a todos, por
utilizarem-se para demonstrar que um determinado argumento é falso.
Utilizam-se para revelar melhor as diferencas entre conceitos.

Por outro lado, Figueiredo (2005) e Figueiredo, Blanco e
Contreras (2006), relativamente aos exemplos utilizados por estudantes
para professores no ensino do conceito de funcao, categorizaram-nos
em:

1. Definicdo: os exemplos considerados nesta categoria sao
aqueles que se apresentam aos alunos imediatamente apos a definicao,
passando de uma situacdo geral para situacoes concretas desse
conceito; ou, ao contrario, apresentam-se antes da definicdo do conceito,
para passar do particular para a definicdo geral. Sao, pois, os primeiros
exemplos.

2. Representacdo de uma funcdo: sdo os primeiros contactos
autéonomos que os alunos tém com o conceito em estudo. Estes
primeiros exercicios ou os primeiros problemas apresentam as varias
possibilidades de abordar o conceito e promovem o aparecimento das
primeiras duvidas.

3. Caracteristicas de uma funcao: este tipo de exemplos surge
apos a fase exploratoria do conceito, quando o aluno empreende e ataca
a tarefa de aprofundar o conceito nas suas varias abordagens,
descobrindo as suas particularidades. Nesta etapa, as dificuldades
requerem exemplos que auxiliem os alunos a supera-las, isto é, que
sirvam como esclarecimento as suas duavidas ou como forma de resolver
situacoes de confusao.
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4. Aplicacdes internas: as aplicacdes internas sao uma forma de
exemplificacdo que aparece ja nas fases de maior aprofundamento do
conceito em estudo e envolvem contetidos ou conceitos lecionados
anteriormente ou que se relacionam com outros que serao lecionados
posteriormente.

S. Aplicacodes externas: estes exemplos sao aplicacdes a vida real
e a outras ciéncias. Os exemplos desta categoria sao semelhantes aos da
categoria anterior, apenas diferem no seu ambito. Podem configurar
exercicios ou problemas, mas incluem-se nesta categoria por envolverem
certo grau de dificuldade.

Ja Bills et al. (2006) aprofundam a tipologia sobre exemplos,
distinguindo-os pela sua natureza:

1. Exemplos resolvidos, que sdo explicados e comentados pelo
professor ou pelo autor do manual.

2. Exercicios, que sdo destinados a serem resolvidos pelos
alunos.

No entanto, existe um intervalo consideravel entre os exemplos
resolvidos e os exercicios que o aluno deve, autonomamente, resolver. E
o caso dos exercicios trabalhados em aula, em que o professor “conduz”
a turma ao longo da resolucao de um exercicio tipico. Utilizando este
tipo de exemplos, o professor formula perguntas e da sugestoes durante
a resolucéo, com o intuito de orientar os alunos e dar sentido a atividade
e aos conteudos matematicos.

Tendo em conta as diferencas na forma e na funcao, os exemplos
distinguem-se em:

3. Exemplos genéricos, que podem ser exemplos de conceitos ou
ilustracoes de procedimentos.

4. Contraexemplos, que necessitam de uma hipdétese ou de
afirmacdo para contrariar. Pode ser no contexto de um conceito, de um
procedimento ou em algum passo de uma demonstracao.

S. Nao exemplos, que servem para definir os limites de um
conceito, de um caso em que um procedimento néo se aplique ou falhe
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na obtencdo do resultado desejado; ou para demonstrar que as
condicoes de um teorema sdo precisas, bem definidas.

Para além dessa tipologia, Bills et al. (2006), citando Watson e
Mason (2005), também introduzem a nocdo de espacos de exemplos
pessoais para ajudar professores e alunos a consciencializarem-se das
potencialidades e das limitacdes do uso de exemplos na aprendizagem.
Mason e Watson (2005) propuseram o seguinte: se, de repente, referem-
nos um conceito ou uma técnica, de imediato, surgem-nos mentalmente
os exemplos com ele relacionados. Utilizamos o termo espaco de
exemplos quando nos referimos a esta colecdo, que inclui ndo s6 o
primeiro exemplo que nos vem a mente, mas também todos aqueles que
nos surgem como resultado de posterior reflexao.

Metaforicamente, os autores consideram os espacos pessoais de
exemplos como sendo despensas. Os exemplos sdo arrumados e
acedidos como se fossem artigos que guardamos nas prateleiras da
despensa; alguns estdo na frente e usamos muitas vezes, enquanto
outros estdo nas filas de tras, porque nao utilizamos tanto, e a eles
temos mais dificuldade em aceder. Assim, procurar um exemplo é
comparado a encontrar na despensa um elemento necessario a um
objetivo. Com esta metafora, salienta-se o fato de que, ao procurar-se
um objeto, vai-se, simultaneamente, reorganizando e recategorizando os
outros elementos da despensa. A ultima descricio de espaco de
exemplos que encontramos diz-nos que espaco de exemplos € a
experiéncia que temos ao ocorrer-nos uma ou mais classes de objetos
matematicos unidos por métodos de construcado e associacbdes. Pode
existir uma estrutura interna na forma como se ligam os objetos ou
como se ligam as classes, e podem existir elos associativos com
conceitos, teoremas e procedimentos (Goldenberg; Mason, 2008).

No que respeita a aprendizagem de conceitos matematicos,
Watson e Mason (2005) apresentam no seu livro dois principios:

I. O aprendizado de matematica consiste em explorar, rearranjar,
ganhar fluéncia e alargar os nossos espacos de exemplos, bem
como as ligacoes entre e dentro deles.
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II. O alargamento do nosso espaco de exemplos (conscientemente
guiado) contribui para flexibilizar o pensamento e potencia a
percepcédo e o acréscimo de novos conceitos.

Em educacao matematica, observa-se um incremento
consideravel de trabalhos de investigacdo sobre a geracdo de exemplos
pelos alunos (Watson; Mason, 2002). Ao gerarem exemplos por si
proprios, os alunos ampliam o seu espaco de exemplos, reorganizam
esse espaco, criam mais ligacdes entre os elementos do espaco e
facilitam as ligacdes externas a espacos de exemplos de outros
conceitos. Watson e Shipman (2008) mostram como, com conteudos
adequados na sala de aula, é possivel explorar atividades e levar os
alunos ao encontro dos aspectos principais de um dado conceito. Os
espacos de exemplos podem ser ampliados com base em atividades
exploratérias, bem como através de tarefas de construcdo direta
(Goldenberg; Mason, 2008). A forma de gerar exemplos proprios e a
ampliacao dos espacos de exemplos pessoais estdo intimamente ligadas
a situacoes de “Dé um exemplo de ... com restricoes” (Watson; Mason,
200535), em que se propoe ao aluno que dé exemplos de um conceito, mas
com sucessivas restricoes. Por exemplo:

“Dé exemplo, pela sua representagdo grdfica, de uma fungdo injetiva.

-Que seja crescente.

-Que passe no ponto A(-1;3).

-Que tenha o sentido da concavidade voltada para cima em algum
intervalo do seu dominio.”

Em sintese, ensinar e aprender matematica baseia-se na criacao
e na ampliacdo dos espacos pessoais de exemplos nos quais os alunos e
os professores trabalham as suas estruturas e ligacdes. Adquirir
competéncias matematicas consiste em desenvolver espacos de
exemplos complexos, inter-relacionados, mas, no fundo, compreensiveis
para o aluno. Os espacos de exemplos, tal como séo descritos acima, sdo
componentes incontornaveis da experiéncia dos alunos. Aprender mais
sobre um determinado topico consiste em aceder a exemplos mais
avancados ou, em vez disso, a construcoes mais avancadas para esses
exemplos, bem como em aumentar as ligacdes ou os desencadeantes
que permitem os acessos ao espaco de exemplos; ensinar eficientemente
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inclui o uso de tarefas e interacdées através das quais os alunos
melhoram os acessos aos exemplos, a métodos de construcao de
exemplos e, claro esta, aos aspectos matematicamente relevantes dos
diferentes exemplos (Goldenberg; Mason, 2008).

Fica, portanto, ilustrado como o ensino-aprendizagem pode ser
encarado como criacdo, ampliacdo e estruturacdo de espacos de
exemplos pessoais. E como essa criacdo e ampliacdo podem informar
sobre a construcdo de tarefas nas quais os alunos trabalham
diretamente as suas proprias estruturas e relacéoes matematicas
(Watson; Mason 2002; Mason; Watson, 2005; Goldenberg; Mason, 2008;
Watson; Shipman, 2008). Essa estratégia demonstrou ser muito efetiva
para transferir, durante as aulas, a iniciativa do professor para o aluno
(Zaslavsky, 1995; Niemi, 1996; Dahlberg; Housman, 1997; Hazzan;
Zazkis, 1997; Zazkis, 2001; Mason; Watson, 2005).

Pelo exposto, compreende-se que os exemplos tém um papel
fundamental na aprendizagem de conceitos matematicos, técnicas,
raciocinio e no desenvolvimento de competéncias matematicas (Rowland,;
Thwaites; Huckstep, 2003; Bills et al., 2006). Contudo, a forma como os
exemplos sao interpretados pelos protagonistas do processo de ensino-
aprendizagem néo é semelhante a forma como o professor os vé: para
este, o papel de um determinado exemplo pode ser visto como
paradigmatico e, pelo lado do estudante, apenas como mais um caso
para aprender (Mason; Pimm, 1984). Cabe ao professor estar atento
para essa diferenca de perspectiva, para potenciar o uso do exemplo,
clarificar a importancia a dar-lhe e, por fim, concluir que funcao se
pretende que ele desempenhe.

1.1.1 Exemplos, ndo exemplos e contraexemplos

Um exemplo deve ser entendido como uma situacao geral referida
a um conceito, definicdo, processo ou teorema (Zodik; Zaslavsky, 2007).
Alguns autores classificam os exemplos pela sua natureza (Bills et al.,
2006); outros, pelo seu uso, pela sua funcdo ou pelo seu objetivo
(Rissland-Michener, 1978; Figueiredo, 2005; Figueiredo; Blanco;
Contreras, 2006). Todos os casos seguintes sdo do &ambito da
matematica, mas estamos convencidos de que qualquer professor de
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ciéncias experimentais poderia encontrar situacoes analogas na sua
disciplina.

Assim sendo, a partir da definicdo seguinte

Definicdo 1: Chama-se sucessdo de nimeros reais a toda a aplicacao de
IN em IR.

podemos apresentar os exemplos

Exemplos: @, =3n°+2; b =

1 / 1
ou C =,/n+—
2n+1 n

Os ndo exemplos, como vimos, servem para definir os limites de
um conceito (Bills et al., 2006). Sao casos que, sendo préximos do
exemplo, ndo sdo exemplos, por violarem alguma regra inerente a
definicdo, ao processo ou a situacao.

Assim, relativamente a Definicao 1, temos o nao exemplo

Nao exemplo: € =

2n-10

que nao € uma sucessao por nao possuir o 5° termo.

Consideremos, agora, outra definicdo, como segue:

Defini¢ao 2: Chama-se termo da sucessao a, = a qualquer real que

se obtém da concretizacdo de n no termo geral a, .

Neste caso, poderiamos apresentar o nao exemplo

J5
J5+1

Nao exemplo:

porque a concretizacdo de n néo foi natural como a definicao 1
obriga.
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Os contraexemplos sao familiares a todos, por utilizarem-se para
revelar melhor as diferencas entre conceitos (Rissland-Michener, 1978) —
o que verifica determinada definicdo pode contrariar outra — e também
para demonstrar que sao falsos determinados argumentos e afirmacodes
(Rissland-Michener, 1978; Zaslavsky; Ron, 1998).

Estes casos sdo exemplos porque sao objetos matematicos que
verificam todas as caracteristicas iniciais presentes na afirmacdo, mas
nao possuem a/as caracteristica/as adicional/ais que a afirmacao lhes
atribui.

Veja-se a seguinte afirmacéo (falsa) em Geometria do plano:

Afirmacao: Todo o quadrilatero de diagonais perpendiculares e de igual
comprimento € um quadrado.

Ela admite como contraexemplo

Contraexemplo:

Ou, entdo, tratando-se de um argumento, € um objeto
matematico que, verificando as caracteristicas presentes no antecedente,
nao possui as caracteristicas imputadas pelo consequente. Como no
caso deste (falso) argumento:

Argumento: Como 18, 36 e 72 sao simultaneamente multiplos de 9 e
multiplos de 6, entdao todos os multiplos de 9 sao também multiplos de
6.

Contraexemplo: 27
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1.1.2 Trés distingoes e trés caracteristicas

Consideremos as sequéncias de numeros com infinitos
elementos:

A: 2,4, 6,8, 10,

g 33333
c. 5,2/53/54/54!

D: -2,-2,-2,-2,-2, ...

Podemos considerar cada uma das sequéncias como um
exemplo, mas podemos considerar as quatro como sendo um exemplo
constituido por quatro sequéncias. Suponhamos que antes da
apresentacao das sequéncias temos um dos seguintes textos:

E1. Depois de analisar as quatro sequéncias A:, B: ,C: e D: indique
0 que, para si, existe de comum entre elas.

Ou, entao, o texto poderia ser:

E2. Para cada uma das seguintes progressoes aritméticas indique
o valor da sua razado.

Mas também poderia ser:

2

E3. Existem progressées aritméticas cuja razdo ndo é racional.
Indique um exemplo disso em alguma das seguintes progressées:

A mesma situacdo, um exemplo de quatro sequéncias, tem trés
usos muito diferentes. No primeiro caso estamos, claramente, perante
uma particularizacdo que apresenta uma base para a inducado de uma
generalidade. Pretende-se que os alunos generalizem uma caracteristica
comum a quatro elementos, com o objetivo de construir uma definicdo
de progressdo aritmética. Assim, este exemplo materializa um conceito,
isto é, de alguma forma personifica essa caracteristica que é geral e
generalizavel. O exemplo teve um uso indutivo (Rowland; Zaslavsky,
2005). Podiamos, se quiséssemos, ter optado pelo sentido contrario:
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introduzir primeiro a definicdo de progressdo aritmética e apresentar,
imediatamente, as diferentes materializacoes do conceito definido. O
exemplo teria um uso dedutivo (Rowland; Thwaites; Huckstep, 2003).

No segundo caso, o exemplo pode servir como ilustracdo ou como
atividade pratica e tem como fim que o aluno desenvolva competéncia
num dado processo ou técnica (Sanguin, 2004).

Por fim, no terceiro caso, podemos sem dificuldade incluir este
exemplo num conjunto de outros itens que constituam um teste.

Para este artigo, propomos as trés classes de exemplos que se
obtém das trés situacoes anteriores descritas em EI, E2 e E3.
Considerando o propésito que o exemplo pretende atingir, este pode ser:

uma particularizacdo (obtida de EI), se for apresentado apés uma
definicdo, de forma a corporizar essa definicho num processo dedutivo
ou, ao invés, apresentado antes, dentro de um processo indutivo. De
qualquer modo, ambos os processos visam a generalizacdo do conceito
definido.

um problema ou um exercicio (obtido de E2), conforme estiver
orientado para a pratica ou para o desenvolvimento de alguma técnica
ou processo (Watson; Mason, 2002).

um item (obtido de E3) de uma série de outros que constituem
um momento de avaliacdo.
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EXEMPLOS AVALJACAO
Item
Particularizacao Problema/Exercicio
GENERALIDADE PRATICA/TECNICAS/PROCESSOS

Figura 1: Classes de Exemplos

O uso de exemplos, suas caracteristicas, seu papel e seus
objetivos no processo de ensino-aprendizagem de conceitos matematicos
nao estdo amplamente tratados na bibliografia especifica, embora
ninguém duvide da sua extrema importancia nesse processo.

Para Bills et al. (2006), por muitas distinc¢des e classificacdes que
se facam dos exemplos, ha uma caracteristica que convém todos
tenham: a utilidade. Assim, para estes autores, o papel do professor é
apresentar circunstancias favoraveis a aprendizagem que envolvam uma
grande variedade de exemplos uteis dirigidos as necessidades e as
caracteristicas dos alunos. A utilidade de um exemplo é conseguida se
ele for transparente e generalizador. Como e quanto um exemplo pode
ser util € muito subjetivo (Bills et al., 2006). Todavia, o ambiente, os
contetdos, a forma como o professor apresenta esses exemplos e as
suas caracteristicas mais realcadas podem fazer a diferenca entre um
exemplo bem compreendido e util e, apenas, um outro exemplo mais.
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Transparéncia é a capacidade que tem um exemplo de dirigir
facilmente a atencédo do publico-alvo para os aspectos importantes que
tornam o exemplo exemplar.

A transparéncia de um exemplo pode estar na base do que
Mason e Pimm (1984) designaram como exemplo genérico ou o que
Rissland-Michener (1978) designou por exemplo de referéncia. Sao
exemplos que o professor considera como paradigmaticos de
determinado conceito, sdo aqueles casos gerais que representam toda
uma classe de exemplos que tém a mesma finalidade: ilustrar
determinado conceito.

Vamos considerar a expressao f(X)=a(x-h)>+k que, como
sabemos, € uma forma de representar uma funcdo de segundo grau (se
a# 0) e cujo grafico é uma parabola. Pelas trés transformacées do plano

aplicadas a g(X) = X°, pudemos obter f(X); e, se a parabola definida

por g(X) tem as coordenadas do vértice em V(0;0), entdo f(X) tem

vértice no ponto de coordenadas V(h;k). Considerando que o aluno
compreendeu os passos indicados, entao a expressao

f(X) =a(x—h)*>+k é uma generalidade que admite a particularizagéo
h(x) = (x—-2)* -5, e o vértice da parabola associada tem coordenadas
V(2;—\/§). Note-se que o exemplo é transparente ao conceito de grafico
de uma parabola cujo vértice é conhecido.

Se, por outro lado, considerarmos a expressao
g(x) =3(Xx+1)(X— 2), facilmente nos apercebemos que esta forma de
apresentar a quadratica é transparente quanto as suas raizes X=-1 e
X=2.

Os contetdos programaticos de matematica do ensino

secundario incluem muitissimas expressdes transparentes a
determinados conceitos:
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(x-1°+(y—5)°=6" & transparente relativamente as
coordenadas do centro e ao raio da circunferéncia que define, mas

X* +y? +4x+ 2y — 6= 0 ja nio ¢é transparente aos mesmos elementos;

x-1
X’ -4
assimptota horizontal Yy =0, porque os alunos, apés o estudo dos

limites em funcoes reais de variavel real, sabem que, se o grau do
numerador € inferior ao grau do denominador, nesses casos o limite em
to0o é zero. Logo, admite aquela assimptota horizontal,;

f(x) =

é transparente relativamente a sua

|z—i Eg|z— (2+1)| é transparente relativamente ao
semiplano fechado, que inclui i e é limitado pela reta que é a mediatriz
do segmento de reta [i;2 +i] no plano de Argand.

Contudo, as caracteristicas dos exemplos transparentes nao
proporcionam per se os resultados que desejamos. Os principais tracos,
subtilezas, limites e suas ligacées ndo sdo construidos pelo aluno pelo
simples fato de lhe serem apresentados exemplos transparentes. Assim,
a forma como os exemplos sao vistos pelos alunos e aquela como sao
apresentados pelos professores nao sdo idénticas (Mason; Pimm, 1984)
e, por isso, ao professor pede-se que esteja ciente dos aspectos
importantes do exemplo que apresenta e do aluno espera-se que
apreenda o sentido incutido pelo professor. Por outras palavras, as
caracteristicas deste tipo de exemplos — que os tornam paradigmaticos
na perspectiva do professor — podem, para o aluno, passar totalmente
desapercebidas. Nesse caso, o objetivo de determinada apresentacao
seria totalmente falhado, e o aluno néo se beneficiaria, de todo, do papel
fundamental do exemplo que o professor lhe apresentou.

Generalizabilidade é o alcance de generalizacdo proporcionado
pelo exemplo, ou série de exemplos, em termos do que é necessario para
ser exemplo e, também, do que é arbitrario e alteravel.

A generalidade proporcionada por uma série/seqiiéncia de
exemplos prende-se com as varias abordagens ao conceito que o
professor possa empreender. Essas formas diferentes de abordar um
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conceito sao designadas “dimensodes de variacdo possiveis”, e o alcance
de cada uma dessas abordagens é denominado “amplitudes de mudanca
permissiveis”.

A nossa atencéo estad vocacionada para notar as variagcdes num
ambiente invariante. E intuitivo concluir que os alunos nao se
apercebem de aspectos importantes das matérias que lhes sao
apresentadas ou propostas (conjuntos de exercicios) para trabalhar, se
houver presente pouca ou nenhuma variacdo. Se o intuito é que os
alunos experimentem variacoées e, mais que isso, se vao aprender com
essa variacao, entao deve haver variacdo em ritmo suficiente, de modo a
chamar-lhes a atencdo (Mason; Watson, 2005).

Marton e Booth (1997) desenvolveram a nocdo de aprendizagem
como discernimento, isto é, pelo reconhecimento de que apenas se
discerne algo onde existe variacdao; onde nada varia, ndao ha distincao
possivel. Assim: “Aprender é aperceber-se das variacdes que sao
possiveis onde, previamente, ndo tinhamos tido essa consciéncia”
(Mason; Watson, 2005).

Dimensodes de variacao possiveis: sdo aspectos ou detalhes que
podem variar, sem que o exemplo deixe de ser um exemplo do conceito
em questdo. Para que se possa entender um conceito matematico, é
necessario, pelo menos subliminarmente, que nos apercebamos do que é
exemplar em determinado exemplo. (Mason; Watson, 2005).

Amplitude de mudanca permissivel: juntamente com as
dimensoées de variacao possiveis, vem a amplitude de mudanca
permissivel, associada a qualquer das dimensées. E o identificar
dimensoées de variacao possiveis que faz de um conceito aquilo que ele €,
sendo importante relembrar que uma das razdes para usar as palavras
possivel e permissivel é dirigir a atencdo para o fato de poder existir
diferencas significativas entre aquilo de que os alunos e os professores
estdo cientes dentro dos respectivos centros de atencdo; outra razao
reside no fato de estes, por sua vez, poderem diferir das convencdes ou
canones matematicos (Mason; Watson, 2005).

A consciéncia da dimensdo da variacdo possivel €,
essencialmente, a consciéncia (percepcédo) da generalidade. Dito de outra
forma, a consciéncia da dimenséo da variacao possivel é essencial para
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que os espacos de exemplos das pessoas possam ser muito variados nas
representacoes de conceitos. Apreender um conceito matematico requer
uma tomada de consciéncia tanto dos aspectos, das caracteristicas, das
relacoes e das propriedades que sao invariantes como, simultaneamente,
dos aspectos e das caracteristicas importantes em que se permite
variacao (Mason, 2005).

Ja que nao é razoavel esperar que os alunos reconstruam todas
as dimensdes de variacdo possiveis por si préprios, mesmo com a
assisténcia de exercicios esquematizados cuidadosamente elaborados,
serd muito vantajoso para os alunos se forem os seus professores a
estarem, eles proprios, conscientes e despertos para as diversas
dimensoées de variacao possiveis (Mason; Watson, 2005).

Voltemos ao exemplo f(X)=a(x—h)>+Kk; note-se que as letras

a, h e k se referem, respectivamente, a uma possivel contracdo ou
expansao do grafico e ao sentido da concavidade; a uma translacao
horizontal, a outra translacdo, contudo, vertical. Estas trés letras
indicam as trés dimensodes de variacdo possiveis neste exemplo e as
respectivas amplitudes de mudanca permissiveis sao em IR, no caso de
h e k, mas em IR\{0}, no caso de a. No caso de a=0, estariamos na
presenca de um nao exemplo, de uma funcao de 2° grau.

Admitamos, de novo, a definicao 1 (cf. Al.1): Chama-se sucessao

n
a toda a aplicagdo de IN em IR. Como vimos, U, :—5 € uma
n+
. : n_ <
concretizacdo deste conceito, mas V, = 5 é um nao exemplo do
n_

conceito de sucessdo, porque o natural 5 ndo tem imagem, nao existe o
5° termo. Note-se que, neste caso, uma dimensdo de variacdo nao
corresponde a um elemento numeérico da expressdo, mas sim a um
elemento operacional. A amplitude de mudanca permissivel ndo inclui

«© ”»

todas as quatro operacdes basicas. Se a utilizacdo da operacao “ —

“y,” “.»

originou um nao exemplo, a utilizacdo das operagoes “+”, “x” ou

45



ZETETIKE — Cempem — FE — Unicamp — v. 17, n. 38l{dpz — 2009

originaria outras trés particularizacdées do caso, respectivamente:

n n
=, V, = ou V, =——, todas elas exemplos.

nx5 n

Ja no exemplo de uma funcéo racional f(X) = , estamos a

X*+a
introduzir uma dimensao de variacdo possivel, quando apresentamos o
parametro a. A amplitude de mudanca permissivel é todo o conjunto de

x-1
numeros reais. Mas, se este exemplo, f(X)=———, for apresentado
X" +a

para ilustrar a existéncia de assimptotas verticais, o parametro a
continua a ser uma dimensao de variacao possivel; a amplitude da
mudanca permissivel, porém, apenas compreende os reais negativos
para a existéncia de duas assimptotas verticais, e a variacdo reduz-se a
um valor, o zero, para a existéncia de uma Unica assimptota vertical.

Supondo que se afirma, em IR, a existéncia de assimptotas

x-1
verticais para f(X) =———, utilizando o exemplo por ser transparente
X" +a

a este conceito, entdo o valor a = 3constituiria um contraexemplo.

Se juntarmos num exemplo as duas caracteristicas que
apresentamos, obtemos, entdo, um exemplo transparente e
multidimensionado, que nao esconde que caracteristica do conceito esta
a ser tratada, e suas perspectivas apresentadas permitem ao aluno
alargar o conceito segundo outras tantas dimensdes de variacao
possiveis.

2. O caso das questoes de escolha multipla

Este tipo de questdes parece-nos ser um bom terreno para
aplicar o conceito de exemplo transparente e multidimensionado. A forma
que este tipo de questdoes apresenta € perfeitamente adequada a
utilizacao de um cenario onde as dimensodes de variacdao possiveis dentro
de um conceito, bem como a nocédo de transparéncia, tém um papel
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primordial. A nosso ver, as linhas que seguem deixam isso bem
explicito.

2.1. Na bibliografia

A utilizacado de alguma situacdo de escolha multipla é freqltiente
para qualquer professor de ciéncias (Kehoe, 1995) e, em particular, para
o de matematica. A producdo deste tipo de situacdo nao € uma tarefa
facil, todos temos conhecimento de algumas regras basicas, mas aplica-
las torna-se normalmente dificil, se quisermos obter uma situacdo que
cumpra cabalmente o seu proposito (Kehoe, 1995; Frary, 1995;
Haladyna; Downing; Rodriguez, 2002). Este artigo introduz outros
aspectos a considerar, aqueles que a nosso ver sdo mais importantes na
utilizacao de exemplos.

Antes de qualquer outra consideracdo, estabeleceremos os
termos comumente utilizados na bibliografia referida as questdes de
escolha multipla. Assim, tronco é a pergunta introdutoéria ou a afirmacéao
incompleta que figura no inicio da questao e & seguida pelas opcoes. As
opg¢oes consistem na resposta (opcdo correta) e nos distrativos que,
embora incorretos, devem ser (espera-se) tentadores (Kehoe, 1995).

Estao disponiveis em variadas publicacoes da especialidade
numerosas diretrizes para a construcdo de questoes de multipla escolha
com qualidade (Adams, 1992; Haladyna; Downing, 1989a; Sireci; Wiley;
Keller, 1998). Contudo, Haladyna e Downing (1989b) revisaram a
literatura teérica e empirica contida em 96 estudos, incluindo as 46
diretrizes reunidas por Haladyna e Downing (1989a) e verificaram que
muitas das diretrizes nao tinham suporte em investigacdo alguma, por
isso sugeriram que essa investigacao fosse feita com base em dados
empiricos ou entdo estatisticos. Esse estudo foi feito sobre os referidos
96 estudos tedricos sobre avaliacdo de diretrizes para a elaboracao de
questoes de escolha multipla, tendo produzido 43 novas diretrizes.
Posteriormente, Haladyna, Downing e Rodriguez (2002) propuseram
uma nova lista de 31 diretrizes para uma boa producdo de questoes de
escolha maultipla.

Muitos adultos ja responderam a situacdes de escolha multipla
alguma vez durante a sua vida (Vacc; Loesch; Lubik, 2001). Este tipo de

47



ZETETIKE — Cempem — FE — Unicamp — v. 17, n. 38l{dpz — 2009

situacdo surge na escola, na procura de emprego, na formacao
profissional, numa licenciatura, etc. As questoes de escolha multipla sao
usadas de forma alargada e tém um impacto significativo na vida das
pessoas que a elas respondem; € por isso que o uso das técnicas que se
provaram efetivas para a sua construcdo se afigura tado importante
(Vacc; Loesch; Lubik, 2001; Haladyna; Downing; Rodriguez, 2002).

A elaboracao de testes com itens desta natureza esta muito
direcionada para a avaliacdo de conhecimentos ou de aprendizagens.
Muitas vezes essas avaliacbes sdo propostas por um professor, mas
outras ha em que a entidade que as implementa é o proprio Estado. A
qualidade desses testes depende, em primeira instancia, da qualidade de
cada item. Por isso, um dos passos mais importantes é a redacdo desse
tipo de questdes (Haladyna; Downing, 1989a).

Este tipo de avaliacado € popular por reunir varias caracteristicas
que a tornam atrativa: pode ser rapidamente corrigida, é relativamente
precisa, econdmica e objetiva e, acrescente-se, pode-se aplicar a uma
grande variedade de temas (Cohen; Swerdlik, 1999). Além do mais, pode
abranger varios niveis taxionémicos. E, segundo Vacc, Loesch e Lubik
(2001), as questoes de escolha multipla podem atingir diferentes funcoes
cognitivas: memorizacao, aplicacdo e analise.

Relativamente as diretrizes apontadas como corretas para a
construcdo de questdoes de escolha multipla, ha muitos pontos de
concordancia entre os investigadores e poucos aspectos em que essa
concordancia nao existe. Considerando o objetivo deste trabalho, porque
nao se pretende descrever exaustivamente o que € e o que ndo é correto
na elaboracao deste tipo de questdes, apontaremos apenas alguns
pontos em que ocorre total concordancia em toda a literatura que
consultamos.

Regras a considerar na elaboracdo de questdes de escolha
multipla, de acordo com Haladyna, Downing e Rodriguez (2002):
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Quadro 1: Regras a considerar na elaboracdo de questdes de escolha multipla

Na elaboracao dos troncos:

1. Usar linguagem clara e simples.

2. Apresentar uma Unica ideia ou problema.

3. Incluir no tronco a maioria das palavras e da informacédo possivel
para nao forcar distrativos longos.

4. Nao expor a ideia ou problema pela negativa.

5. Evitar fraseologia estereotipada.

Na elaboracéao dos distrativos:

6. Formular as opgbdes com cuidado para nao incluirem informacao
irrelevante.

7. Garantir a independéncia entre as opgoes.

8. Evitar o uso de “todas as anteriores” e usar “nenhuma das
anteriores” com muito cuidado.

9. Dar aos distrativos carater apelativo para os alunos que nao
dominam o contetido exposto no tronco.

10. Cuidar da similaridade no tamanho e na complexidade dos bons
distractivos e da estrutura gramatical da resposta correcta.

11. Evitar distractivos que se contradigam uns aos outros.

12. Evitar facultar chaves que indiquem ou sugiram a resposta
correcta.

2.2. Como exemplos transparentes e multidimensionados no
ensino-aprendizagem

Tendo em conta que o aspecto mais tratado pela bibliografia
referida as questdes de escolha multipla é a avaliacdo, a perspectiva
aqui descrita pretende aprofundar a introducao da situacdao de escolha
multipla também num contexto de ensino-aprendizagem com recurso a
exemplificacao transparente e com dimensodes de variacao multiplas.
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QUESTOES DE ESCOLHA EXEMPLIFICACAO
MULTIPLA

-Exemplo
-Elaboracao -Transparéncia
-Técnicas -Variacao
-Sugestoes

VOCACIONADAS PARA O
VOCACIONADAS PARA ENSINO-APRENDIZAGEM
A AVALIACAO

— =

QUESTAO DE ESCOLHA MULTIPLA
TRANSPARENTE
VOCACIONADA PARA

Avaliacao
Ensino-Aprendizagem

Figura 2: O papel das questoes de escolha multipla

A exemplificacdo proporcionada aos alunos deve ser rica e
variada (Bills et al., 2006). Mas, além disso, deve ser apresentada em
séries de exemplos (Mason; Watson, 2005; Sanguin, 2004) que
proporcionem uma variacdo que seja perceptivel ao aluno (Bills et al.,
20006) e permita ampliar os seus espacos de exemplos pessoais (Watson;
Mason, 2002, Mason; Watson, 2005; Bills et al., 2006); ou, entdo, que
mantenham uma invaridancia que permita induzir uma generalidade
(Watson; Mason, 2002; Mason; Watson, 2005; Mason, 2005; Bills et al.,
2006).

Neste aspecto, o exemplo de escolha multipla € adequado a
proporcionar, pela série de opcoes, tanto a variacdo como a invariancia.
Assim, o aluno tem a oportunidade de ir construindo o conceito em
estudo, seja por abstracdo, seja pela definicdo de contornos desse

50



ZETETIKE — Cempem — FE — Unicamp — v. 17, n. 38l{dpz — 2009

conceito. Aprender é ampliar os espacos de exemplos, acrescentar
exemplos aos ja conhecidos, de forma a reconstruir e reestruturar
conceitos (Watson; Mason, 2002; Bills et al., 2006). Por isso, uma
situacao de escolha multipla pode fazé-lo com mais facilidade, ja que
apresenta trés, quatro ou mais escolhas e outras tantas situacoes. Cada
escolha ou situacdo deve corresponder a uma dimensao de variacao
possivel, o valor légico da afirmacao contida na escolha deve estar ligado
a amplitude de mudanca permissivel, e sair dessa amplitude gera nao
exemplos ou escolhas falsas. O ndo exemplo, ao manter-se proximo do
exemplo, € o que da a ideia falsa de veracidade, mas que mantém essa
escolha como plausivel, tal como preconiza a diretriz ntiimero 9 (cf.
Quadro 1).

Por outro lado, se a forma do tronco da questdao de escolha
multipla for do tipo afirmacdo, a rejeicio de cada distrativo pode
implicar a utilizacdo de um contraexemplo ou, talvez, a identificacao de
um nao exemplo. Mas apenas aqueles alunos com uma correta
construcao do conceito o poderao fazer.

2.3 Sobre as desvantagens apontadas as questoes de escolha
multipla

Muitas desvantagens sdo apontadas a utilizacao de questdes de
escolha multipla na bibliografia especifica. Note-se que uma grande
parte das desvantagens apontadas esta diretamente relacionada com o
seu uso em situacao de avaliacao sumativa, mas, se nos centrarmos no
seu papel apenas em termos de ensino-aprendizagem, podemos aceitar
que essas desvantagens perdem esse significado contextual. Assim, por
nao ser uma situacado de teste, as desvantagens como: i) resposta ao
acaso, ii) fraude por copia e iii) desenvolvimento de habilidades paralelas
— habilidades que estdao relacionadas com a resposta a este tipo de
questdoes e ndo com o conceito envolvido — diluem-se, por o aluno nao
sentir essas tentacoes.

A critica que refere que as questoes de escolha multipla cerceiam

a oralidade, a originalidade, a organizacdo mental das ideias e o

raciocinio do aluno também nos parecem desadequadas quando este

tipo de questoes é aplicado em processo de ensino-aprendizagem. Com

base numa questado de escolha multipla, pode, sem dificuldade alguma,
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ser estabelecida uma comunicacao alargada entre todos os elementos de
uma sala de aula, com vantagens oObvias para todos. Este argumento
também contraria uma outra censura, aquela que refere a
impossibilidade de encontrar o motivo pelo qual o aluno erra uma
pergunta em particular; havendo comunicacao, facilmente o professor
pode encontrar a razdo que provocou o erro.

Fica, portanto, clara a adaptabilidade do género “escolha
multipla” quando se pretende explorar a transparéncia, as dimensdes de
variacao possiveis, as respectivas amplitudes de mudanca permissiveis,
os nao exemplos e contraexemplos das opcdes, adequados ao conceito
indicado no tronco da questéo.

|TRONCO DA QUESTAO: EXEMPLO TRANSPARENTE/ CONCEITO

DISTRATIVOS:

1* OPCAO 1* DIMENSAO DE VARIACAO ou 1° NAO EXEMPLO
22 OPCAO 2% DIMENSAO DE VARIACAO ou 2° NAO EXEMPLO
32 OPCAO 3% DIMENSAO DE VARIACAO ou 3° NAO EXEMPLO
4* OPCAO 4% DIMENSAO DE VARIACAO ou 4° NAO EXEMPLO

N. B. Uma das opc¢oes teria que ser o exemplo/caracteristica, que
configura a resposta correta.
2.4. Na pratica

Nao teria sentido escrever este ensaio € nédo incluir uma questao
de escolha maultipla que, em nosso entender, cumpra as diretrizes
apresentadas (cf. Quadro 1) e todas as consideracdes que lhe seguem.

Observemos a seguinte questao:

Considere os graficos das funcdes f e g, respectivamente fig. 1 e
fig. 2
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/ —
Fig.1 Fig. 2
Se a funcéo h se define por h=—, podemos afirmar que:
A h admite as raizes x=0 e x=4
B h tem sinal positivo em ]-2; O]
C o dominio de h é o conjunto IR\{0;4}
D

o Iir701 h(X) = —co

A escolha multipla apresentada pode ser utilizada como exercicio
ou como item.

Em termos das diretrizes apresentadas no Quadro 1, podemos
afirmar que, se confrontada com cada um dos doze pontos, esta questao
de escolha multipla verifica cada um deles.

Se pensarmos nas dimensées de variagdo possivel e respectivas
amplitudes de mudanga permissivel, podemos ver que cada uma das
opgées inclui uma dimensao diferente. Da forma como a funcao h é
apresentada, € transparente aos conceitos de raiz, sinal, dominio e limite
num ponto.

As amplitudes de mudanca permissiveis sao facilmente
identificaveis. Na primeira dimensdo, a amplitude é IR, mas o uso de
qualquer valor diferente de -2 e 2 gera contraexemplos relativos as raizes
de h. Na segunda dimensdo, a amplitude manifesta-se em forma de
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intervalos; na terceira, em termos de zeros do denominador; e, na
quarta, em forma de sinais a utilizar no quociente.

2.5. Quando o tronco nao é transparente relativamente as opcoes

Usando um exemplo anterior: f(X) =3(X—2) +1. Se o tronco do

exercicio/questao apresentar este exemplo, questionando quais as
coordenadas do vértice, para o estudante que domina este assunto néao
havera dificuldade alguma em responder imediata e corretamente. Mas,
se  utilizarmos no mesmo exercicio/questéo o exemplo

f (X) = x* +4x—6, os alunos, mesmo os aptos a responder a situacao

anterior, ja ndo poderao responder de forma imediata. Obviamente, a
razdo radica na nao transparéncia do exemplo as coordenadas do vértice
da parabola. Para responder, serda necessario recorrer ao calculo ou a
maquina de calcular grafica. E claro que o aluno deve ter essa
competéncia, s6 que, para a evidenciar ou treinar, sera, talvez, mais
aconselhavel nao utilizar um exemplo de escolha maultipla. Esta
sugestao €, a nosso ver, extensivel aos casos da demonstracado/prova e a
resolucao de problemas.

Estamos convencidos de que, no caso especifico da matematica,
os exemplos de escolha multipla destinam-se a situacdes de resposta
imediata, sem calculo nem producdo escrita. No entanto, em
matematica, o calculo, a demonstracdo/prova e a resolucao de
problemas tém o seu papel, que é fundamental, mas nestas areas
pensamos que a exemplificacdo em escolha multipla ndo seja a mais
apropriada.

3. Em sintese: os papéis do professor e do aluno

O processo de ensino-aprendizagem com base na utilizacdo de
exemplos transparentes, com uma variacdo apreciavel, em que sejam
trabalhadas as dimensoes de variacdo possiveis com vista a ampliacao
dos espacos de exemplos pessoais € um tema emergente e muito pouco
tratado.

Foi nossa intencao juntar estes aspectos no conceito de exemplo
transparente e multidimensionado, uma perspectiva a partir da qual se

54



ZETETIKE — Cempem — FE — Unicamp — v. 17, n. 38l{dpz — 2009

podera dar um novo matiz a elaboracao de exemplos. O conceito de
exemplo transparente e multidimensionado tem, no nosso entendimento,
uma concretizacdo interessante, quando se elaboram situacdes de
escolha multipla, quer elas se destinem a materializagées ou a exercicios,
quer se destinem a itens de avaliacao.

Nas atividades quotidianas, este tipo de exemplificacdo tem o seu
papel na construcdo e no aprofundamento de conceitos. As definicoes
dos conceitos também tém o seu papel no processo de ensino-
aprendizagem, mas, como foi dito, o papel principal radica nos exemplos
que apresentamos aos alunos. Nas atividades diarias, devemos socorrer-
nos das boas particularidades que os exemplos detém; neste trabalho,
juntamos duas delas. A transparéncia do exemplo indica ao aluno com
que caracteristica particular do conceito estamos a trabalhar, e as varias
dimensdes que possamos introduzir indicam as diversas formas de o
abordar, explorar e aprofundar.

No caso particular das questoes de escolha multipla, o seu uso
tem lugar no processo de ensino-aprendizagem. Contudo, considerando
todos os aspectos aos quais demos énfase, o professor, ao elaborar este
tipo de exemplos, deve considerar o seu grau de adequacdo aos seus
objetivos. Como vimos, é preconizada uma abordagem do conceito em
termos muito precisos, e nao somos apologistas de que este tipo de
questoes seja apropriado a todo o tipo de situacdes de exemplificacao.
Utilizando o conceito de funcéo, vimos que o professor deve privilegiar
situacdes que nao envolvam a utilizacdo de calculo demasiado exigente;
que nao envolvam demonstracdo ou prova; ou, entao, que se destinem a
tornar rotineira a utilizacdo de um algoritmo ou de algum processo. Os
casos praticos que apresentamos ilustram o modo como podem ser
exploradas pelo professor as questdes de escolha multipla como
exemplos transparentes e multidimensionados; sdo casos em que a
resposta depende diretamente do conhecimento do conceito em questao,
do grau de aprofundamento no conceito e da habilidade para relacionar
os varios aspectos ou dimensodes de que o conceito se possa revestir.
Para as outras situacdes, aquelas que nao aconselhamos serem
exploradas por este tipo de exemplificacdo, existem os mais variados
recursos que estao disponiveis a todos os professores na bibliografia
especifica. Aplicadas pelo professor no sentido que descrevemos, as
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questdes de escolha multipla, contrariando todas as desvantagens que
se lhes apontam, sdo promotoras de situacdes didaticamente ricas e que
podem perfeitamente promover a expressividade, a originalidade e a
organizacao dos raciocinios do aluno e proporcionar uma imagem real
da forma como ele domina os conceitos em causa.

De um modo geral, se o professor pretender utilizar em aula uma
exemplificacdo transparente, que explore as varias dimensodes de
variacao possiveis, deve certificar-se de que os seus exemplos nao séo
vistos pelo aluno como mais um exercicio a resolver, mas, sim, como um
exemplo dirigido as suas necessidades e que lhe pode proporcionar uma
aprendizagem mais efetiva. Ao aluno cabe a tarefa de olhar esse recurso
como uma forma de ampliar o seu espaco de exemplos pessoais, de
perceber as varias dimensdes de variacao proprias do conceito e de
tentar apreender o sentido e o propésito dos exemplos que lhe sao
apresentados.
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