versidade de S3o Paulo) - 330 Carlos e de Jesuina L. A, Pacca, do Instituto
de Fisica da USP - Sio Paulo. Trata-se de uma investigagdo sobre como os
professores expressam suas concepgoes sobre o conceito de fungdo e como
o exploram sala de aula.

O segundo artigo desta revista, intitulado “Uma relagao entre a teoria
histérico-cultural e a epistemaologia histérico-critica no ensino de fungdes: a
mediagac”, & de autoria José Analio de Oliveira Trindade, professor do Cole-
gio de Aplicacdo da UFSC (Universidade Federal de Santa Catarina), & Méricles
Thadeu Moretli, protessor do Departamento de Matematica da UFSC. O tex-
to busca uma aproximagao entre a teoria historico-cultural de Vygotsky e a
epistemologla histdrico-critica de Bachelard destacando os conceitos de rup-
tura e obstaculo epistemoldgico.

O quarto artigo, intitulado "Mudangas na formagéo de professores de
Matematica: um estudo de casc” de autoria de Vera Clotilde Carneiro, profes-
sora do Instituto de Matematica da UFRGS (Universidade Federal do Rio Gran-
de do Sul), & um estudo foucaultiano do curso de Licenciatura em Malemati-
ca dessa universidade focalizando um momento de mudanga na figura do do-
cente de Matematica e de sua formagao, no cendrio nacional

Meste exemplar estamos publicando também um artigo sobre o ensino
de Calculo Diferencial e Integral, “Aproximacaes de um valor de bifurcacio
usando uma planilha”, de autoria de Gilda de La Rocque Palis, professora do
Departamento de Matematica da PUC-Rio (Pontificia Universidade Catdlica do
Ric de Janeiro). Trata-se de um estudo sobre a utilizagao da planilha Excel
no gual sdao descritas uma atividade e estratégias utilizadas por licenciandos
em Matematica na resolugao de um problema.

Para encerrar a apresentagdo dos trabalhos, temos a Resenha elaborada
por Maria Laura Magalhaes Gomes, professora do Departamento de Matematica
da UFMG (Universidade Federal de Minas Gerais), sobre o livio “Em defasa de
um matematico” (Sao Paulo: Martins Fontes, 2000) de autoria de HARDY.

Campinas, maio de 2001

Dario Fiorentinm
Dione Lucchesl de Carvalho

(Editores)
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Sobre Funcoes e a Linguagem Matematica
de Professores do Ensino Médio

Edna Maura Zuffi® @ Jesuina L. A. Pacca**

RESUMO: Neste trabalho, apresentamos um estudo qualitative sobre
& uliizagao da linguagem matematica por professores de Matemiltica
do Ensing Médio, ao tratarem do tema “fungdes”. Investigamos as for-
mas de expressdo destes professores ao lidarem com suas proprias
concepgdes sobre 0 tema, bem como ao explord-lo nas situagdes pe-
dagdgicas em sala de aula, e vimos gque ha uma coincidéncia na
esséncia das mesmas, am ambas as situagdes. Verificamos que a
linguagem tormal do professor tenta aproximar o conceito de fungdo
das suas definigbes mais aluais, como as de Bourbaki e Dirichlet, En-
tretanto, em seu uso pratico, este tema fica resirito a concepgdes mais
classicas, como a de Euler. Em ambos os casos, parece havaer uma di-
cotomia éntre a linguagem matemalica utiizada para lidar com o “fed-
rico” e aquela para expressar as questdes “praticas”™.

PALAVRAS-CHAVES: Linguagem malematica; ensino médio; concepgbes de
protessores: fungdes.

ABSTRACT: The concept of function and the mathematical language
of high school teachers.

We present hare a qualitative study on how high school mathematics
teachers use mathematical language upon treating ideas on the concept
of tunction. Qur purpose has beem to investigate the ways in which these
teachers deal with thelr own conceptions about the theme, as well as how

* Prolessora doutora do Departamento de Matematica do ICMG - USPE, Sio Carlas.

** Prolessora assoctada do IF = USP. 580 Paulo.

ZETETIKE — CEMPEM + FEAUNICAMP - v. 8- n* 13714, p. 7-28 — Jan./Dez. de 2000 T



they axplore thal concept in the classroom. We see a coincidence in thair
essantial aspects i both siluations. Also, we found out that teachers” formal
mathematical language [res lo approach the concept of function to more
up-to-dale defimtions, such as by Bourbaki and Dirichlet’s. However, the
practical use of this concept is restricted to more classical concapiions,
such as Euler’s. In both cases, there seems to be a real dichotomy between
the mathematical language dealing with theorstical frameworks, and the
language used 10 exprass 'practical” essues and situations,

KEYWORDS: Mathematical language; secondary school; teachers’ conceptions;,
functions,

Introdugao

A comunicagdo tem sido um dos assuntos mais discutidos e aperfeigoados
nas sociedades deste final de século. Seja nas artes, seja no setor econdmico,
de produgdo industrial, agricola ou de prestagio de servigos, o acesso a formas
cada vez mais elaboradas de se alingir o publico-alvo, com as mensagens que
se deseja lransmilir, tem sido uma preocupacao de muitos estudiosos, nas mais
diversas areas do conhecimanio,

Como nao poderia deixar de ser, eslas preocupagoes atingem também
os setores ligados a educagao, uma vez que a democratizagio do acesso
ao ensino tem sido o grande objetivo das mais recentes Leis de Diretrizes
& Bases da Educagdo, em nosso pais. Com a ampliagdo do numero de
Pessoas com acesso aos niveis escolares mais avancados — ensino médio
e superior - o aperfeicoamento da comunicag@o nos processos de ensino e

aprendizagem, para esses niveis, tem estado na ordem do dia nos meios
educacionals.

Mo caso do ensino da Matematica, muitos pontos criticos & “ruidos” tém
sido detectados na comunicacio entre alunos a professores, nas salas de aula.
Um destes pontos pode residir nos tipos de exemplos e analogias que os
professores tém usado em sua linguagem, para proporcionar aos alunos maior
compreensao de conceitos especificos em Matematica, de uma maneira que
1880 pode estar gerando visoes limitadas ou distorcidas destes conceitos,

Naslta artigo nao estaremos, entdo, preccupados com 0s meios fisicos
Pelos quais esta comunicacio se processa, mas sim, com o tipo de linguagem
pela qual ela se efetiva. Mais aspecificamente em nossa drea de atuagao,
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temos vigto uma ampla discussdo, na década de 80, sobra A caracterizagio,
ou nde, da Matematica como uma linguagem e as implicagdes disto para a
comunicagao buscada durante o desenvolvimente dos processos de seu
ensino e aprendizagem.

Coma resultado da investigagao de diversos pesquisadores, uma série de
artigos sobre esse assunto foram reunidos no livro Language and Communication
in the Mathematics Classroom (STEINBRING, BUSSI & SIERPINSKA, 1998).
Messe livro, diversos aulares lralam de aspectos epistemolédgicos da comu-
nicagio nas aulas de Matemadtica, bem como de aspectos do discurso efetivado
em classe e do uso da etnogralia para pesquisd-lo; da mediagao lingiistica nas
interagbes pedagdgicas e do papel da linguagem natural no ensino, em alguns
casos esludados, relativos a Matematica.

Tambem nos Estados Unidos, temos acompanhado a preccupagao do
National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) em estimular a pre-
paracao dos professores de Matemalica, no que diz respeito ao uso da
linguagem de forma mais clara e significativa. LEITZEL (1991), ao introduzir
suas recomendagdes para o preparo dos professores de Matematica, desta-
ca que um dos objetivos a serem atingidos, na década de 90, é que as
pessoas deveriam ser capazes de "comunicar as idéias matematicas com
clareza e facilidade” & de "construir argumentos logicos” (grifos nossos).

Um outro documento do Califernia Department of Education (1992, p.3)
apresenta os objetivos nos quais os professores devenam basear-se para auxi-
liar o desenvolvimento de seus alunos, a fim de que estes possam alcancar um
bom desempenho em Malematica. Nestes objetives, a comunicag3o aparece
como um dos quatro elementos fundamentais.

Outras pesguisas e propostas pedagogicas também tém apontado na
diregao de se olhar a Matemdtica como uma linguagem. David Pimm (1987).
am seu livro Speaking Mathematically — Communication in the Mathematics
Classrooms, ja argumentava que o professor, nas salas de aula, atua como
um mediador entre o aluno e a Malemaltica, em parle delerminando o5 mode-
los de comunicagdo na classe, e também servindo como um modelo de um
“native” no uso dessa linguagem. Segundo Pimm, o que os alunos aprandem
com o prolessor passa a ser uma gama de maneiras aceitas de se comuni-
car e de disculir Matematica.

LSISKIN {1996) destaca a importancia de se tentar aproximar os nossos
alunos da linguagem matematica & de, cada vez mais, torna-los imarsos eam
conlextos que dela necessitam.
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Nio é o objetivo desta arligo entrar no mérito da discussao de se conceber,
ou ndo, a Malemaética como uma linguagem. Simplesmente assumiremos a
sxisténcia de uma linguagem matematica, historicamente conslituida e que & bas-
tante peculiar & consistente, @ atentaremos para a questio da utllizagao abjeti-
va e clara da mesma, nas mais diversas siluacBes do ensino ou para resolver pro-
blemas da vida diaria.

E neste contexto, entdo, que apresentaremos os resultados de uma
pesquisa realizada sobre o uso da linguagem matematica, junto a professores
do Ensina Médio, com relagac ao tema ‘fungBes' (ZUFFI, 1999).

Referimo-nos, aqui, ao tema 'fun¢des’, entendendo que este engloba
tanto o conceito matematice de fungao, quanto as varias idéias que o
gircundam (como variavel, conjunto, dominio, imagem, graficos, equagbes,
expressoes analilicas, labelas, etc.) e também as diversas situagbes-proble-
mas que possam eslar relacionadas a este conceilo.

Nosso objetive, nessa pesquisa, foi o de verificar como os prolessores
do Ensino Medio fazem uso da linguagem matemaltica, tanlo para expressarem
as suas concepgoes proprias sobre esse tema, quanto para construir as con-
cepgoes de seus alunos.

A escolha das "fungdes” mostrou-se bastante férlil, ndo apanas pelas
varias possibilidades de notagao simbolica existentes para este conceito. mas
também pelos aspectos sinqulares de sua génese na Hisléria da Malematica
e pela relevancia cientifica e social que a ele se atribui.

Um estudo sobre o desenvalvimento histdrico do conceilo geral de
fungdo revelou que este se deu num processo longo e delicade’, com a
necessidade de contribuigdes de muilos malematicos de renome, bem como
dos resultados obtidos com o desenvolvimenlo das teorias de conjuntos e de
construgdo dos numeros reais.

Este conceilo também se tem revelado de dificil assimilagao por parte
dos alunos, tanto ne Ensino Médio, quanto universitario. As investigagoes de
diversos pesquisadores, como DUBINSKY & HAREL (1992); SFARD (1992);
SIERPINSKA (1992); MEIRA (1993); OLIVEIRA (1997): VINNER (1992); MA-
CHADO (1998) e outros, tém mostrado que as idéias de varidvel, dominio,

contradominio e imagem, que permeiam a compreensao do concelto, ja trazem
grande complexidade para a aprendizagem dos alunos.

1. Detalhes podem ser oblidos em Zuli (1558)
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Por que propusemos trabalhar com professores do Ensing Meédio” Em
parte, porque gostariamos de verificar se a cullura matematica escalar, nesse
nivel de ensino, realmente trazia evidéncias de negligéncia, ou da nao
conscientizacdo sobre as formas de utilizagao da linguagem matematica por
seus professores. Em segundo lugar, porque muitos trabalhos com alunos [a
haviam sido propostos sobre o conceito de fungao, havendo lacunas com as
investigagbes junto aos prolessores do Ensino Médio. De toda a literatura
pesquisada, apenas um arligo (NORMAN, 1992) trouxe pregcupagdes a este
respeito. Além disso, & nesse nivel de ensino que o conlelddo em guestao se
formaliza pela primeira vez, & no qual se estabelece uma linguagem especifi-
ca para seu tratamenlo, que é apresentada pela mediagdo do professor.

Um outro aspecto que tambeam influenciou nossa escolha foi o fato de
atuarmos diretamente no Ensino Universitario, onde se da a formacgéao inicial,
& muitas vezes conlinuada, dos professores de Matematica do Ensino Medio.
Assim, acreditamos que esta pesquisa possa contribuir para a malhoria de
muitos aspectos dessa formagao.

Pressupostos teoricos

Em nosso trabalho, assumimos a linguagem matemalica - em comple-
mentagao a proposta de ANGHILERI (1985) - como um sislama de signos (sinais
& palavras), associado a um conjunto de regras de manipulacao dos mesmaos,
que tem significados ligados a contextos e a procedimentos para resolver pro-
blemas matematicos ou matematizados. Nasle sistema, antendemos que eslao
incluidas nao somenle as propostas logico-formais utilizadas em demonstragoes
e detinigdes matematicas, mas também a utilizagao de figuras, diagramas,
desanhos & esbogos inlormais. Daste modo, concebemos que a linguagem ma-
tematica vai além do formalismo que se espera das publicagdes cientificas na
area, mas engloba todos os signos utilizados em esforcos para se fazer compre-
ender dentro de uma comunidade ampla conslituida de alunos (de varios niveis
de ensino), professores e pesquisadores interessados em Matematica.

Dentro desta linguagem, investigamos os significados nos conjuntos de
coisas que se dizem ou se escrevem de um objeto; ndo o que se poderia dizer,
mas o gue efetivamenta se diz. Nao buscamos significados que poderiam estar
implicitos na mente de um determinado individuo, nem mesmo aqueles liga-
dos a aspeclos alelivos dos sujeitos investigados (como suas motivagdes,
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gostos ou traumas pessoais). Mas inleressaram-nos os significados que se
pode apreender daquilo que foi dito ou escrito efetivamente, dentro dos con-
textos matematicos invesligados, e conforme pardmetros aceitos pela
comunidade a que nos referimes anteriormente.

Tal escolha nos leva a necessidade de caraclerizar o papel da linguagem
no processo de aquisicao de conhecimentos escolares. Em termos das relagoes
em sala de auvla, nao acreditamos que o conhecimento seja algo que se ‘trans-
mite’ por ComunNiCagas, ou que se possa atribuir aos defeitos do uso da linguagem,
todos os fracassos na aprendizagem. Também nao entendemos que exposigies
cada vez mais elaboradas dos assuntos a serem ensinados funcionem como
garantia plena de aprendizagem. Entretanto, ndo se podem negar as relagoes
tundamentais existentes enltre os sujeitos que adquirem os conhecimentos e a
linguagem que os expressa. E, dentro da realidade escolar, nao se pode desprezar
a forte influéncia de elementos mediadores entre o aluno e o objeto de conhe-
cimento, que passam pela linguagem do professor e do livro didatico.

A aprendizagem dos conceitos matematicos

Concebemos que a aprendizagem ndo esta ligada a mera lransmissao
de conhecimentos, mas a produg¢ao de significados pelos sujeitos das
enunciagdes, produgao essa que passa pelas relagbes inlerpessoais, manifes-
tadas através da linguagem. E, entdo, as teorias de VYGOTSKY (1981, 1988a,
1989b) sobre o aprendizado e desenvolvimento como processo socio-histari-
co (ou sociocultural) vém dar suporte as nossas reflexdes.

Entretanto, vale ressaltar que estudiosos das leorias de Vygotsky
(OLIVEIRA, 1995; CASTORINA et al, 1995) destacam que o processo pelo qual
0 individuo internaliza as idéias fornecidas pela cullura, 8 pelos elementos me-
diadores que o cercam, nao & um processo de absorgao passiva, mas de
Ilransl'arma{:ﬁu e sintese, a parlir do qual as atividades externas e as fungoes
Interpessoais transformam-se em atividades internas, intrapsicoldgicas.

Na questdo da formagao dos conceitos, VYGOTSKY (1988a) propbe a
distingao entre os conceilos espontancos e os cientificas. Considera os
primeiros como sendo aqueles que a crianga aprende em seu dia-a-dia, no
contato com objetos, falos, fenémenos, etc., dos quais ela pode nao ter sequer
4 consciéncia. J& os conceilos cientificos sdo sistematizados e tralados
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intencionalmente, em geral. segundo uma metodologia especifica. "Sao. por
exceléngia, 0s conceilos que se aprendem na situagdo escolar” (MOYSES,
1897, p.35, VYGOTSKY, 1989a, p.50). E nesse sentido que vemos o ensino
dos conceitos cientificos na escola, como uma atividade intencional, com
mediagac sislematizada e organizada pelo professor, com apoio de oulras re-
cursos mediadores, como por exemplo, o livro didatico.

Os trabalhos de VINNER (1991 e 1992), DUBINSKY & HAREL (1992) &
SIERPINSKA (1932) também tratam da aprendizagem do conceilo de fungéo.

VINMER (1981) propde a idéia de imagem conceitual (ou imagem do
conceilo), relacionande as delinigbes matematicas e as imagens mentais mais
imediatas que os individuos evocam, ao ouvirem o nome de um conceilo.

Em nosso caso, consideramos que seria relevante investigar quais sao
as imagens conceituais evocadas na ulilizagao da linguagem matemalica pelo
professor, para o ensino de tungdes, no nivel médio. Foi interessante verificar
como se da a relagao entre as definigdes formals, colocadas por esses
professores, e as imagens conceiluais promovidas alraves dos exemplos, &
também através das seqiéncias de abordagem do conceito de funca@o e seus
periféricos, em sala de aula.

No trabalho de DUBINSKY & HAREL (1992), as concepgoes de agao,
processo e objeto tornecem os subsidios para analisarmos se tais con-
capgoas, sobre o conceito de lungao, estdo presentes na linguagem ulilizada
por professores do Ensino Meédio. Para esle autor, agbes repelitivas, tais como
calcular valores para fungdes algebricas. ou escrever programas com-
putacionais para fungdes, podem auxiliar na interiorizagdo de agdes como
processos, os quais podem, por sua vez, ser “encapsulados” como objetos,

Deste modo, os conceilos malematicos podem ser apreendidos como:

i) concepgio de agdo, caraclerizada pela manipulagao fisica ou mental de
objelos. Para o caso de lungdes, por exemplo, seria centrar-se na habilidade
de substituir nimeros numa expressac algébrica e execular os célculos, E
uma concepgao estatica, no senlido de que o sujeito sé consegue executar
um passo de cada vez. (Por exemplo, o sujeito consegue fazer a com-
posicao de duas fungbes especilicas, dadas por expressées algebricas,
mas nao da conla quando a lungio @ dada em casos mais gerais).

il) concepcao de processo, envolvando a idéia de transformagao dindmica
de quantidades, de acordo com meios repetiveis & que comega sempre
com objetos do mesmo tipo. Os sujeitos s&o capazes de combinar
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processos ou de raverté-los. (Neste case, nogbes relativas a bljegio
tornam-se mals acessiveis)

i) concepgao de objeto, a fungao é concebida como um objeto, se é
possivel executar agbes sobre ela, ou transforma-la em geral. Esta
nogao @ consiruida ao se "encapsular” um processo.

Em nosso trabalho, procuramos, entao, analisar qual (ou quais) dessas
concepgoes sao enfatizadas pelo professor, através da linguagem matema-
tica explicita que ele constroi para as fungdes, tanto ao tentar expressar
suas proprias concepgdes a respeito do tema, quanto em sala de aula, para
os seus aluncs (VYGOTSKY, 1989a).

A investigacdo

Uma vez delimitado nosso objeto de estudo, duas questdes imediatas
se colocaram: como proporcionar ao professor do Ensino Médio uma expressio
livre de suas préprias concepgdes sobre o tema ‘fungdes’? Como analisar
sistematicamente sua linguagem matemética em sala de aula?

A solugao para estes problemas fol encontrada através de um enfoque
qualitativo para a pesquisa (LUDKE & ANDRE, 1987). com o observador tendo
uma presenga mals constante nas diversas situagoes invesligadas, procuran-
do "documentar o nao documentado™ (ROCKWELL, 1985), e preocupando-se
em desvendar 05 significades a partir do ambiente natural em que estes
ocorriam. A parlir dai, propusemos um questiondrio com 20 perguntas relacio-
nadas ao tema “fungées” que foram liviemente respondidas (sem resiricoes de
tempo ou forma) por 7 professoras. Para eles, utilizamos os pseuddnimos:
Meg, Rom, Bel, Sam, Mark, Luck e Red.

Os trés primeiros sao, na verdade, trés professoras, sendo que Meg e
Bel atuavam, & época de nossa pesquisa, tanto em escolas publicas quanto
particulares. Ja os professores Sam & Mark atluavam em escolas particulares
{este Gltimo, numa escola de gestdo cooperativa). O professor Luck era o mais
experiente, por ter mais tempo de atuacdo no magisterio 8, por ter cursado uma
especializagao em Algebra Abstrata, mostrava um pouce mais de preccupacac
com os formalismos da linguagem matematica.

!‘.:'I questiondrio tinha perguntas norteadoras que solicitavam uma
defini¢ao informal e outra formal para o conceito de fungdo. Vérias gquesloes
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solicitavam exemplos de fungdes e outras foram apresentadas a fim de promover
uma reflexdo sobre os conceitos de dominio, imagem, variavel e sobre as
propriedades que distinguem uma fung¢do de uma relagido qualquer. Duas
questoes tratavam da construgdo de graticos e outras quatro procuravam sesti-
mular uma rellexao sobre as notagbes algébricas (expressoes analilicas e uso
de letras diferentas das canonicas) que representam fungors. Estas mesmas
idéias nortearam as nossas cbservagdes em sala de aula.

Fol solicitado aos professores que procurassem expressar suas idéias,
nas respostas ao questionario, para além da forma como ensinavam aos seus
alunos. Com isso, nossa intengao foi verilicar se as suas concepcdes proprias
sobre 0 lema e a linguagem matemadtica usada para expressa-las aram mais
abrangenles do que as que ulilizavam para ensina-lo.

Como instrumento complementar, foram utilizadas algumas entrevistas
curtas e semi-abertas realizadas com os professores, para melhor carac-
lerizarmos sua realidade escolar e sua formagdo profissional. Ainda, um terceiro
instrumento de pesquisa foi essencial para a compreensao dos modos de
utilizagdo da linguagem matematica: foram obsarvados trés dos sujeilos entre-
vistados (Meg, Bel e Mark), em sua atuagdo no ambiente natural da sala de
aula, ao tralarem do tema “fungdes”. Com a nossa permanéncia em campo por
um periodo de tempo signilicativo (9 meses, ao todo), pudemos captar muitas
minucias do uso que esles prolessores laziam da linguagem matematica, e que
se mostraram de extrema relevancia para nossas analises. As trés salas de aula
observadas eram da primeira seérie do Ensino Médio. Localizavam-se em duas
escolas da cidade de Sao Carlos, no interior de S3o Paulo.

Para analisar os dados da sala de aula, partimos dos slamentos ja
identificados na caracterizagdo das concepgbes préprias dos professoreas,
oblidas com o questionario, acrescentando outras categorias reveladas nessa
nova fase da investigagao.

Reunimos unidades de significados — no senlido proposto em GARNICA
(1995) - relativas as concepgdes dos professores, as quais resultaram em
calegorias de analise, através de uma visdo mais ampliada dos tragos recorrentes
nestas unidades. Tais categorias constituiram-se a partir de um olhar critico so-
bre os dados. fundamentado pelos pressupostos tedricos assumidos.

Segundo MARTINS e BICUDO [apud GARMICA, 1998, p.33-34), a pes-
guisa gualitaliva paula-se numa generalizagao formal, buscando proposigées
gerais advindas de proposigbes parliculares, as guais se complemantam, “num
intrincado slo de referéncias e interpretagtes”.
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E nasse sontido que apresentamos as calegorias de anpalise, as quais
antendemos rafletir o modo de expressdo de professores, para ensinar
‘fungées' em sala de aula, ou para revelarem suas cancepgdes a esse
respeito. E claro que nem todas serdo, necessariamante, verificadas com
todos os professores, ou nem mesmo com 3 maloria deles. Mas, em
complementaglo a outras pesquisas ja realizadas junto a alunos, elas serdo
capazes de fornecer um quadro amplo das concepgoes formadas a respeito
das ‘fungbes’ @ de como o uso da linguagem matematica pode estar
interferindo, ou nao, no alcance dos significados desejados.

A linguagem dos professores e suas concepgoes

A seguir, listaremos as principais categorias obtidas com os nossos ins-

trumentos de pesquisa e, posteriormente, discutiremos esses resultados de for-
ma mais ampia.

1) Localizagdo das definigdes apresentadas dentre as definigBes histéricas

Nas respostas ao questionario, com excecao de Luck (cuja delinigao
formal @ mais proxima de BOURBAKI (1938) - pois € o unico a mencionar
fungdo como um conjunto de pares ordenados), todos os outros professores
propuseram definigbes formais intermediarias, entre a de BOURBAKI (1939)°
e a de DIRICHLET (1837)°, muito parecidas com aguela apresentada pela
prolessora Meg: "dados dois conjuntos ndo-vazios A e B, uma fungdo de A

em B € uma relagdo que, a cada elemento x de A, faz corresponder um unico
elemento vy de B}

2. Sintese da delinigho do Beurbakl, proposta em Inglés, por SIERPINSKA (1992, p. 30): “Uma funcdo &
uma tripla ordenada (X, Y1}, onde X @ sdo conjuntos e ! & um subconjunta de XY, tal que, se (x5} 1
e {2yl entho y=y' "

3. "Se uma varidvel y astd relacionada 4 uma vartdve! v, de modeo que, ao se atribuir qualquer valor
numerico & x, existe uma regra com & qual um dwico valor de y & diterminado, entdo ¥ & dito
far uma fungdo da varidvel independente x* (tradugao do lexio om Inglés. apud SIERPINSIKA,
1892, p.46)

4. Dbservamaos que esta ol tambem a delinigho gue Meg apresantou a saus alunos, em sala 0¢ dula,
copianda-a de um liveo diddlico
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Apenas a professora Rom mostrou maiores dificuldades em elabaorar
uma definig@o formal para o conceito, atrapalhando-se com o uso dos guan-
titicadores, como vemos a seguir. “dados dois conjuntos A e B, deling-sg
fungdo de A em B a toda relagdo que leva um unico elemento de A a se
relacionar (através de uma sentenga matemdtica) com um elamento de B.”

Na verdade, a nao ser por incorporarem os termos “relagdo” e “con-
juntos” (que podem ser entendidos como conjuntos quaisquer, @ Nao ape-
nas numéricos), suas delfinigbes acabam mals proximas & de DIRICHLET
(1837).

Entretanio, mesmo para exprassar suas concepgdes proprias, houve
uma forte associacdo do conceito de fungdo com uma ferramenta especifi-
ca utilizada para descrevé-la: no caso, as expressoes analiticas. Pelos
exemplos apresentados (inclusive por Luck), nas situagoes mais informais,
pudemos constatar uma proximidade maior com a definigdo de EULER (1707-
1783)" (apud SIESPINSKA, 1992).

Ja na sala de aula, embora as definigoes gerais de fungdo apre-
sentadas por Meg e Bel tossem préximas a de DIRICHLET e incorporassem
as idéias formais de ‘conjunte’, ‘relagdo’, ‘dominio’, ‘contradominio’ &
‘imagem’, o5 modelos que predominaram tambem eslavam mais proximos
da definigao histdrica de Euler, pois as funcdes eram sempre dadas por
axprassoes algébricas simples, em conjuntos numericos reais, @ com mo-
delos de calculos sempre sobreé nimeros inteiros. As fungles eram apre-
senladas primeiro na sua notagao analitica (expressao algebrica), mesmo
qua o dominio fosse um conjunto discreto e pequenc de pontos, para
somente depols se caracterizarem os gralicos, tabelas e manipulagdes das
tungoes.

2) Imagens do conceito:

As imagens conceiluais (VINNER, 1991) que identificamos para os pro-
fessores, alravas das respostas ao questionario, resumiram-se aos Casos
constantes no curriculo do Ensino Médio (fungdes polinomiais de 17, , 2" e, no

5 "L furpdto de uita qupnticdade vandvel 4 uma espreszio analitica, composta de alguma maneira desta
mesma quantidade e numearos oy quaniidades constantes. Assim, QualLer axprassdo analitica a qual, akm
da varidvel 2. canldm tambdm gquantidodes consfanfos, ¢ uma fungdo de 2 Por edemplo; a«32 az-d2z
az+bipa-zz, gz, 000, S0 ngdes do 2. ¥ (iradugio do texio &m Inglés. apud SIERPINSKA, 1952, p.45)
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maximo, 3°. graus:; fungoes trigonomeétricas, expenencials e logaritmicas).
Quando as fungdes apresentsvam dominio diferente do conjunto . este licava
rastrito 2 R-F, onde F & um conjunto finilo e pequeno de numeros reais. Ou
seja, as fungbes que determinaram as imagens conceituais desses professores
resumiam-sa as expressdes analiticas “bem comportadas™, dadas por
expressoes que 1&m por modelos somente os casos iratados em sala de aula,
mesmo tendo sido solicitado que eles fossem além do que ensinavam. Os
protessores nac mostraram, em suas imagens do conceito, lungdes com
dominios ndo-numericos, ou do tipe:

- [lsexeQ (= -,
flx)= Osexe R-Q ou Jix)= L sox=0

Essas caracterislicas apresenlaram-se em resposias de lodos os
sujeitos investigados.

Isto parece mostrar que tais imagens conceiluais (ou o5 modelos e for-
mas visuais evocados em sua memdria), para o conceito de fung¢ac, nao
correspondem, em grau de profundidade, as definigdes formais gue eles
apresentaram.

As fungbes que delerminaram as imagens conceituais transmitidas
atraves da expressao dos professores, na sala de aula, também tiveram seus
modalos todos em expressoes analiticas simples e "pem comportadas”, Os
raros casos que trouxeram funcdes descontinuas ofereceram dificuldades de
tratamento pelo protessor @ de compreansdo, por parte dos alunos (uma uni-
ca siluagao constatada na aula de Mark e uma, na aula de Bel). isso corro-
bora o fato de que as imagens conceituais evidenciadas nas concepgies dos
professores, através das respostas ao questiondrio, ficavam realmente
restrilas aos casos "bem comporiados”.

3) A concepgdo de agdo predominou:

Dentre as concepgoes de agdo, processo e objeto, propostas por
DUBINSKY & HAREL (1992) para o conceito de fungiio, a de agdo parece
predominar na expressao escrita dos professores, em suas respostas ao
questiondrio. As variagdes que esles propuseram para os valores das
imagens, conforme mudavam os elementos do dominio, ndo parecem ter sido
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abordadas como um processo, uma transformagao global entre dois conjun-
tos, mas ponto-a-ponto. com as varidvaeis assumindo um valor de cada vez.

Notamos que houve dificuldades quanto & verificagdo da propriedade
Pt (que a lodo elemente do conjunto dominio, faz associar uma imagem),
a qual caracteriza uma relagdo como fungao, quando a expressao algebrica
que a determina & simétrica em relagdo &s varidveis x e y. Talvez esle
possa ser um indicio da dificuldade em se olhar a fungdo como um todo,
ol como um processo de lransformagao. Vimos que era mais fregiente gque
as nolagoes “x" e *y" assumissem um valor dnico e especilico de cada vez
(@ também numérico — no caso). Isto fol correborado pelas evidéncias de
modelos com valores numericos, assumidos pelas variavels x e y, sempre
no conjunto dos ndmeros inteiros, mesmo para as fungdes com dominio
real.

A concepgac de agdo predominou também na linguagem de sala de
aula e isso era esperado, uma vez que os periodos observados se consli-
tuiram de fases em que o conceito de fungdo foi apresentado pela primeira
vez junio aos alunos.

Rarissimaos indicios da concepcdo de processo foram evidenciados
apenas com o prolessor Mark, através do estudo de transformagoes de gra-
ficos de fungbes afins e modulares, mas que o proprio professor considerou
como algo que vai além do que se deve ensinar nessa fase. A grande
énfase de todos os prolessores era colocada pa atribuigio de valores @s-
pecificos para a variavel independente. calculando-se os respeclives va-
lores das imagens, para s6 entio coloca-los nos graficas. Por outre lado,
estes graficos eram observados alravés de pontos esparsos, sem se
caraclerizaram explicitamente as transformagdes globais que represean-
tavam entre dols conjuntos.

4) Expressoes informais moslraram ter um papel mais significativo
do que a delinigio matematica, no tratamento do conceito

Para alguns professores, o termo “dependéncia®, foi utilizado em
expressdes do tipo "y depende de x”, nas respostas ao-questiondrio, e parecia
ja vir impregnado da idéia de “determinar uma fungao”. com implicagao au-
lomatica na validade das condigdes que sua definicao formal propunha,
mesmo que estas condigoes nao fossem explicitadas. Problemas com a
aculdade nas definigoes formais parecem ter surgido devide a dificuldades
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em associarem um papel relavante a definicdo do conceito de fungao, sea
por imposigbes de suas praticas escolares, saja pela auséncia de uma
consclentizagao prépria a este respeito.

Tambem verificamos, quanto as definigdes formais, que houve dificul-
dades quanto a percepgao dos papeis nao-simétricos dos conjuntos da
dominio & contra-dominio @ quanto a relevancia destes conjuntos na sintese
do concelto de fungao

As respostas ao guestionario indicaram que, na visdo dos professoras,
o mais importante 530 o5 exemplos dados para ilustrar o conceilo, 8 ndo as
definigoes malemalicas formais. Isto ndo teria nenhum problema, se os
exemplos fornecides, assim como os termos Informais utilizados por esses
professores, deixassem claraments evidenciadas todas as nuangas da
definigao formal que cles apresentavam. Desle modo, asta definigao formal
rigorosa poderna ser tranqiilamente suprimida, mas Isso ndo @ o gque pare-
CE OCarrer.

Também na sala de aula, houve pouca discussdo das condigoes
para o dominio & a unicidade das imagens, contidas na definicdo geral de
fungioe. Casos de nao-funcienalidade aparacaram muito raramente no
tratamento do assunto. Os casos de funcdes mais gerais, delinidas am
conjuntas dislintos de N, ou em conjuntos ndc numéricos, ndo foram ex-
plorados pelos professores, em sala. Daste modo, a definigdo formal
proposta pelos alunos no inicio do tratamento do assunto, embora bastan-
le ampla, acabava substituida por termos da pratica pedagégica dos
professores, como o caso do termo “dependéncia” e pelos exemplos que
estes consideravam mais raelevantes,

5) Alguns dos professares antrevistados
parecem “concretizar o abstrato”

MNao utilizamos, aqul, o termo “concretizar o abstrato” no sentido de
usar a realidade, ou fendmenos reais para construir e ilustrar conceilos
abstratos da Matematica, mas no sentido de transformar os simbolos, as
notagoes matemalicas, em objetos, em “coisas”, Por exemplo, isso ocarreu
quando suas imagens para o conceilo ficaram restritas as expressdes
algébricas simples, as guais forneciam “fungoes materializaveis”, ou seja,
visualizaveis atraves de seus graficos e as quals, nas imagens concaituajs
passadas por estes professores, parecem sempre ser possiveis (O que nao
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ocorre, por exemplo, com a funcio de Dirlehlet, f{x)=¢, para xeW-Q ¢
{{x)=d, para x=Q, com c=d).

Com o quaestionario, também verificamos diliculdades em se detaclar
a pessibilidade de inversao dos papeis de x e y coma varlaveis indapeandeanta
& dependente, respeclivamente. Mesmo quandoe essa possibilidade foi vis-
lumbrada, ecorreu confusdo com a expressaoc escrita dos prolessores, para
designar os novos papeis. Alguma dificuldada parece também ocorrer,
quando as variaveis sao designadas por outras notagdes, que nao "x" & "y,
lsso parece ter suas raizes no fato de os professores associarem aos
conceltos abstratos de “tungdo”. “dominie” e “varidavel", mais as notagdes
malemalicas canonizadas pelo sau ansino, do que os préprios signiticados
[ue ai 88 NCarram.

Ainda nas respostas ao questionario, em lodos os exemplos dados pe-
los professores, eles tambeém se ulilizaram apenas de expressdes do tipo "y=
[expressac da x|", ou “f({x)= [expressao de x]. Nao aparaceram, aspon-
laneamenle, em nenhum momento de sua escrila, oulras nolagdes da forma
“aly), hiz)", ete.

Ma sala de aula, os simbolos, as notagées, muitas vezes tambam
gram lomadas como coisas, como objelos, sem que os seus significados
abstratos fossem atingidos. Em contrapartida, faltou o concreto - o uso de
tendmenos reais e de resolugao de problemas cotidianos - para justiicar as
operacdes gue eram propostas sobre estas notacbes, embora se utilizassem
de algumas poucas “aplicagdes” esterilizadas, feitas ao final do tratamento
formal, com as quais tentavam justificar o estudo do conceito,

Os exemplos "do cotidiano” de Meg e Bel, vinham aos alunos |a ela-
boradas numa linguagem muito praxima da nolacao simbolica e a énfase da
expressao das professoras estava nas “leis” algebricas que descreviam as
situagdes, e nos calculos a partir delas, sem explarar os significados liga-
dos & situaglo real, tomando a expressio algébrica abstrata que determinava
a fungao como um fim em s mesma,

Nas aulas observadas, as inequagdes também apareciam como sim-
ples manipulagoes algebricas de variaveis concretizadas nas lalras 'x" 8 'y,
sem lerem seus signilicados absiratos explorados. Os esquemas graficos
desenhades, com os sinais de '+' e *-' (figuras 1 e 2) tornavam-se meros ab-
jetos pictdricos, sem qualquer ligacdo explicita desses sinais com os sig-
nificados das imagens de fungdes com valores positivos e negatives, res-
pectivamante.
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(ligura 2)

Como se observa na figura 2, a professora criou uma notagao
propria para que 0§ alunos apreendessem a regra de analise de sinais da
imagem, com os simbolos ‘c/a’ & ‘'m/a’ apresentando significados nada
usuais em Matematica. Exatamenle aste lipo da simplificagdo tambam foi

encontrade em um livro didédtico recente do Ensine Médio (GENTIL et al,
1998),

Tambem Meg apresentou indicios dessa concretizagao do abstralo,
quando colocava: "o g e o que vem antes do x 2 o b & o que vem depais.”.
Aqui, a caraclerizagio das notagoes 'a' @ ‘b’ na axpressao 'y=ax+b’ é feila
alraves da localizagdo destes 'objetos’ dentro da expressao, e ndo pelos
significados absiratos al presenlas,

Podemos destacar, ainda, resumidamente, uma outra calegaoria, a
partir da expressao dos professores em sala de aula, gue nao havia sido
observada com o questionario.

6) A relagao discreto/continuo é confusa. Os delalhes sobre
4 passagem do discreto ao continuo ndo eram explicitados pelos professores

Algumas fungdes de dominio discreto eram representadas por
expressdes analiticas usadas para dominios tipicamente continuos,
eéngquanto que os graficos continuos eram sempre determinados por um
conjunte muito pequeno de pontos “discretizados”, sem se disculir o que
acontecia com as imagens nos Intervalos entre esses ponlos.
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0 Conceito de funcdo e o seu ensino

Verificando globalmente o5 dados, pudemos notar que os professores In
vestigados tazem uma separacao bastante dicotémica do “tedrice” e do
“pratico”, relegando ao primeiro um papel menor, que geralmente & destacado
na introdugao do assunto e que é abandenado ao tratarem dos problamas,
sxemplos e exercicios. O “lormal” @ colocado a priori, como uma simples
necessidade académica, onde o papel das definigdes (no caso, a detimgan de
fungdo) é irrelevante. Isso pode ser observado com as categorias 1, 2 ¢ 4.
Para esses professores, os exemplos & que determinardo a assimilagdo do
conceilo: a definican formal & apenas um "acessdério” que o livro traz e que se
apresenta, quase que por uma tradigdo, mas que os alunos nao léem & nao
compreendem.

Por outre lado, a categoria de ndmero 1 parece mostrar que os prafes-
50res usam, em suas expressdes através da linguagem matemdatica, definigbes
formaig para o conceito de lungao que vao alem do que seria essencial para
a boa compreensdo do mesmo e dos exemplos apresentados (como a de
BOURBAKI). Muitas vezes, estas ficam, também para eles, sem significado,
Estas dafinigoes lormais estao impragnadas am sua pratica, mas falta uma
canscientizacdo de como elas auxiliam em sua formagio conceitual & tambeém
na do aluno.

Cluanto ans exemplos mencionados nas resposias ac queshionario, ve-
mos que oulras representagdes, comao gralicos, labelas, seqiéncias ou con-
juntos de pares ordenados, ndo foram utilizadas espontaneamente pelos
protessores (os graficos cartesianos foram empregados apenas quando soli-
cilados). [slo parece reforgar os resultados de OLIVEIRA (1996), em que o jogo
de guadros ocorre apenas no sentido algébrico —» grafico, ndo apenas para os
alunos, mas tambem para as concepgoes proprias dos professores do Ensino
Meadio.

Ainda ha que se guestionar a necessidade de que fungdes "menos
comportadas” sejam tratadas no Ensino Médio de Matematica, cu que a
concepgao de processo seja alcangada neste nivel de aprendizado. Mas
esperava-se gue ao menos os seus professores livessem imagens conceituals
mais ampliadas sobre a teoria de fungdes, incluindo tambem algumas dessas
fungtes “menos comportadas”. Entretanio, parece-nos que, embara estes
tenham passado pelo ensino universitario, e até mencionem uma definigdo for-
mal de fungdes mais abrangente (com possibilidade de dominics nas-nume-
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ricos, ou nao realis), as imagens concaituais delectadas em suas expressoes
ficam bastanla reslirilas.

Vimos que muitas idéjas a respeito do conceito de fungao ndo ficavam
explicitas na axpressao dos professores através da linguagem matematica,
em sala de aula: as nogdes de correspondancia: as propriedadas que Carac-
terizam particularidades na relagdo, para que esta seja considerada uma
tungac; os diferentes papéis dos conjuntos de dominio, contradominio e
imagem: os critérios de escolha e localizagan de elementos para a identificagao
desta correspondéncia no grafico cartesiano; a obsarvagio das 'leis’ ou ‘regras’
como executando transformagdes globais entre dois conjuntos, os guais
poderiam ser, inclusive, ndo-numericos; a infinidade de pares que estio repre-
santados alravés de um grafico, ou de uma expressao algabrica de uma
tuncdo; a discriminagdo entre fungao e equacio.

Segundo nossas observagdes, lodas eslas informagdes permeiam a
sala de aula, mas nao atraves de expressdes claras e objetivas do prolessor.
Este, ao apresentar uma grande guantidade de exemplos e casos similares,
parece considerar que o fato garanta, implicitamente, que o aluno compre-
enda todas estas idéias. Qu, ao contrario, o professor pode sequer estar
cienle destas peculiaridades envolvidas no conceilo de fungao. Dal a
necessidade de se enfalizar esses tatos, explicitamente, na formagio
desses professores.

De qualquer modo, o que se constata & uma expressac de |deias através
de uma linguagem matematica truncada, muitas vezes, com objetivos em si
mesma e pouca construgdo de significados.

O olhar sobre os registros das chservagoes das aulas dos trés profes-
sores, de forma global, reforgou nossas suspeitas de que a utilizagao da
simbologia matemdlica formal ndo é encarada, no ensino de nivel médio, nam
como um instrumental que facilite a resclugdo de problemas gerados pela
observagéo da vida cotidiana, nem mesmo como uma ferramenta abstrata que
permita exercitar e construir estruturas de pensamento formais, através de
encadeamentos légicos de raciocinios, que sao simplificados e armazenados
nas notagdes simbolicas matematicas, a exemplo da prapria linguagem
corrente. (VYGOTSKY, 1981 e PINO, 1990). Ao contrario, a pralica de sala de
aula nos fornece indicios de que, para a maioria dos professores, a linguagem
malematica é apenas mais um objeto da vida escolar, que deve ser "aprendi-
do", de acordo com os curriculos propostos e as necessidades impostas para
4 aprovagdo do aluno. E algo estdtico, concebido como pronto, e pouco
contextualizado dentro da realidade em gue vivemos.
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Observamos, ainda, que as calagorias de 1 a 5 foram detectadas tan-
lo com o quaslionario, quanto em sala de aula. Apenas a de namero B esca-
pa a asta regra. O fato de as categorias de analise sncontradas com o
guestiondrio terem forte ressonancia cam g pratica pedagdagica dos trés
prolessoras nhsarvados confirma a intima I‘Ealimﬁmagﬁﬂ entre pratica pada-
gagica & cancepgdes proprias destes professores.

Por um lado, esta pratica tem como fundamantos as concepgdes destes
professores a respailo dos conceilos matemdticos - no caso, o conceito de
fungao & seus periféricos — e, por outro lado, estas concepcbes paracam ir-
se¢ moldando com a pratica da sala de aula, conforme os professores vao se
distanciando das imagans mais profundas adquiridas no meio académico.
Assim, sua linguagem matematica da sala de aula acaba por raflalir lais
concepgoes e, em contraparhida, influencia na limitagdo das mesmas, confor-
me asla linguagem vai se reduzindo aos instrumentos de expressao utilizados
apenas no ambiente de trabalho do professor,

Diante de todas as consideragdes anteriormente levantadas, podemos
queslionar g8 a F{:rmar‘:ﬁn que lamoes proporcionado aos pr:}fﬂaﬂnras de Mala-
matica do Ensino Médio, seja ela inicial ou continuada, e do modo como a

efetivamos, tem conduzido estes professores a uma adequada reflexao sobre
0 uso gue farem da linguagem matematica. Podemos questionar, ainda, se a
forma como fazemos uso dessa linguagem. nos proprios cursos de licenciatu-
ra, tem sido capaz de proporcionar claramente o intercambio social dos sabares
matematicos, na farmagao de nossos professores. Resta-nos, entao, perguntar
como se deve alterar essa tormagéo, de modo a se caminhar para a promogao
de uma linguagem matematica mais natural e plena de significados.

E claro gue uma resposta satisfatdria a esta pergunta somente serd
oblida através de intensas investigagoss, associadas a proposigac de agoes
concretas e dilerenciadas, tanto em seus cursos de Licenciatura, quanto em
projetos de tormacgao continuada, para que se atinja uma linguagem matema-
lica mais vollada para os aspectos semanticos e socio-cullurais,

Com os resultados deste artigo, vemos que a mera apresentagao do
conceito de fungdo na formagao inicial dos professoras e o seu uso farmali-
zado em disciplinas mais avangadas, como na Algebra Linear, Algebra
Abstrata, Analise & Topologia, que, em geral, constam dos curriculos de muitas
licenciaturas em Matematica, ndo tem sido suficientes para qua estes ampliem
suas imagens conceiluais, para além daguelas que lhes foram passadas em
seu Ensino Médio, e que eles lornam a passar a scus alunos, da mesma
maneira,
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A nossa pesquisa deixou evidente que a linguagem matematica que eles
utiizam estd muito mais delerminada pelas suas praticas pedagogicas, e por
toda uma cultura matematica escolar estabelecida, do que pelos aspectos lo-
gico-lormals com os quais eles tiveram contato em seus cursos superiores, ou
ainda, mais do que pelos significados ligados as interpretagtes de situagbes da
vida didria. O apego aos livros didaticos e a situagdo cultural vivenciada nas
escolas sao fatores que ainda parecem influgnciar fortemente os modos de
utilizagao da linguagem matematica pelos professores investigados.

Os dados obtidos mostraram que as definigdes formais para as fungdes
tem um papel de pouco destaque na expressac do professor do Ensino Medio.
As “regras” e os “procedimentos” estabelecidos pela comunidade escolar e
pelos livros didaticos, para o tema “fungdes”, 18m um destaque maior, fazendo
pradominar uma linguagem matematica pautada na sintaxe, & em delrimanio
de aspectos semanticos ou sécio-culturais.

Finalmente, esta pesquisa trouxe a tona elementos ricos sobre as formas
de utilizagao da linguagem matematica pelos prolessores do nivel médio, os
quais, sem duvida alguma, mostraram-se imprascindiveis para a reflexao sobre
A nossa propria atuagdo como agentes lormadores destes professores, nos cur-
505 de Licencialura e ao longo de todo o seu desenvolvimento prolissional.
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RESUMO: O objetivo do artigo & buscar uma aproximagdo enfre a
teoria listarico-cullural de VYGOTSKY e a epistemologia histdrico-cri-
{ica de BACHELARD. Inicialmente, faremos uma reflexdo sobre as
principais idéias de VYGOTSKY, em particular, sobre a idéia de
mediagdo e suas implicagdes a educagio. Num segundo momenlo
discutiremos 0s conceitos de ruplura e obstaculo epistemalogico, isto
@, a base da discussao do conhecimenio cientifico na epistemologia
bachelardiana & a possivel aplicag@o da mediagao no processo de
superagdo destes obstaculos. Finalmente, daremos um exemplo
desta aplicagdo na formagio do conceilo de lungao, em especial, na
superagdo de alguns dos obstaculos epistemolégicos relalives a
aprendizagem desle conceilo.

PALAVRAS-CHAVE: Modelo historico-cultural; epistemologia histérico-critica;
mediacao; obstaculo epistemolégico; fungao.

ABSTRACT: A relation between historic-culturan theory and historic-
critical epistemology: the mediation.

The purpose of this article is to look for an approximation
between Vygotsky's historico-cultural theory and Bachelard's historico-
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