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UMA ABORDAGEM HISTORICO-PEDAGOGICA DOS
FUNDAMENTOS DO CALCULO DIFERENCIAL:
REFLEXOES METODOLOGICAS

Arlete de Jesus Brito”
Virginia Cardia Cardoso™

RESUMO Relataremos. aqui, o5 mini-cursos ministrados no 1V EPEM (janeiro de
1998, Sio Paulo, SP) e no Encontro de Historia e Educagio Matemdtica (ICME-8
satellite meeting, julho de 1996, Braga, Portugal) para professores de Matemitica
do ensino elementar, médio ¢ superior. Tinhamos objetivos em dois niveis distintos.
Um deles era levar os professores a uma reflexio sobre os fundamentos do Cileulo
Diferencial. Para isso, utilizamos a Historia da Matemdética como (onte de
problematizagao. Pretendiamos questionar as concepgies dos professores em
relagio a vérios conceitos. O outro objetivo era examinar os principios
metodoligicos que norteiam esta utilizagdo da Histdria da Matemdtica. Além disso,
tenlamos  sistemnatizar com ¢ grupo de  parlicipantes o Significado de
“problematizagio” nessa abordagem. Como procedimentos, ulilizamos a leitura de
textos e a apresentagio de problemas para discussin, primeiramente em pequenos
grupos e, a seguir, no grande grupo, buscando a sistematizagdo das jdéias
envolvidas.

PALAVRAS-CHAVYE: Cilculo Diferencial; Fundamentos: Histana: Ensino.

ABSTRACT We will report the workshops we gave at [V EPEM (january/1996,
Sdo Paulo, SP) and at Meeting of History and Mathematical Education (ICME-8
Satellite meeting, july/1996, Braga, Portugal) to teachers and professors of
Mathematics. We had two goals: the first one was 10 lead teachers and professors
1o a reflection about the fundaments of differential caleulus. We used History of
Mathematics to reach this goal. We hoped (o pose questions 1o both, teachers and
professors about their conceptions of differential caleulus. The second goal was 1o
analyze this methodology that use History of Mathematics to pose questions.
Besides, we tried 1o analyze what was “to pose questions” at this approach, We used
bath, reading texts and problem discussions as procedure.
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INTRODUCAO

Esse texio € o resultado de nossas reflexdes geradas a partir da apresentagio de
dois mini-cursos, de seis e trés horas, respectivamente, ministrados nos seguintes
encontros: [V Encontro Paulista de Educagio Matematica (1996, S Paulo, SP) e
Encontro de Historia e Educagdo Matematica (ICME-8 Satellite Meeting, 1996, Braga,
Portugal).

Nossas abordagens foram diferentes nas duas apresentagties. Na primeira,
abordamos alguns aspectos importantes para o desenvolvimento de nogies de Calculo
Diferencial, tais como o problema da continuidade, dos infinitésimos, tragado de
tangentes a curvas, diferenciais, derivadas e limites. Para tanto, buscamos na Historia
da Matematica problemas que levaram ao desenvolvimento desses conceitos. Com tais
problemas, nio enfatizamos somente os aspectos l6gico e matemitico, mas também os
historico e filoséficos do Céleulo Diferencial.

A ordem de apresentagio desses conceitos ndo seguiu aquela em que geralmente
0s mesmos se apresentam nos livros didaticos de Caleulo Diferencial e Integral,
Abordamos, num primeiro momento, alguns problemas estudados na Antigiiidade e
Idade Média, que levaram & emergéncia dos conceitos anteriormente citados e. num
segundo momento, discutimos as respostas das idades Moderna e Contemporinea a
esses problemas,

Gostariamos de ressaltar que nio pretendiamos ¢sgolar o assunto nesses dois
momentos e também que escolhemos alguns entre muitos problemas que poderiam ser
discutidos.

Para a segunda apresentagdo, em Portugal, reformulamas o curso, retirando alguns
temas discutidos na primeira, e acrescentamos uma anilise dos principios
melodologicos que norteiam essa utilizagio da Histéria da Matemitica em sala de aula.
Nessa parte do trabalho, tentamos sistematizar as idéias do grupo sobre o que é
problema, por que problematizar ¢ como problematizar a partir da Historia da
Matematica.

Nos dois mini-cursos, buscamos realizar uma reconstituigdo historica, tendo em
vista a formulagao de problemas que, de algum modo, pudessem contemplar algumas
davidas dos alunos freqlientemente observadas no processo de aprendizagem do
Cilculo Diferencial.

A seguir, relataremos, parte da reconstituicio historica apresentada, alguns dos
problemas e os conceitos matematicos abordados a partir deles.
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PROBLEMAS HISTORICOS TRABALHADOS
FENAO E OS PARADOXOS DA TARTARUGA E DA FLECHA

Como sabemos, Zendo de Eléa viveu em ¢. 460 a.C.. Foi discipulo de Parménides
de Eléa que desenvolveu uma filosofia que defendia a unidade e a imutabilidade
absoluta do ser. s

Zendo & muito conhecido devido aos paradoxos que formulou. Os historiadores
discordam em suas interpretagoes sobre os paradoxos e principalmente sobre a
influéncia que eles exerceram sobre a matematica grega. Pnr- exemplo, P?ul Tannery
(apud SZABO, 1960) acreditava que os argumentos de Zeniio eram particularmente
dirigidos contra a idéia pitagorica de pluralismo.

Ji SZABO (1960) interpreta de outro modo os paradoxos de Zenio. Segundo cle,
esses argumentos tém a finalidade de demonstrar, por ahsu.rdo, ﬁfms que sdo opostos
i experiéncia do senso comum. Para SZABO (1960), os puagér'mos incorporaram o
modo de argumentagdo por absurdo da filosofia eledtica, pois ela Ihes permitia
demonstrar a existéncia das medidas incomensuriveis.

De qualquer maneira, podemos considerar que, com seus paradoxos, Zendo
pretendia demonstrar a impossibilidade de compreensio do movimento.

De acordo com STRUIK (1989, p. 81-82):

Os paradoxos de Zendo entraram em conflito com algumas concepgoes antigas €
intuitivas sobre o infinitamente pequeno ¢ o (nfinitamente grande. Os gregos
acreditavam que a soma de um numero infinito de quantidades se podia tornar tdo
grande quanto se quisesse, mesmo que cada quantidade fosse exiremamente pequena
(=x & = =), e também que a soma de um niimero finito ou infinito de quantidades
de dimensda zero era zero (nx 0 = 0.

A critica de Zenio desafiou essas concepgoes e colocou em questiao processos
matematicos que as utilizavam, como, por exemplo, o cilculo do vu?umn‘ da piraml_del:
Ha, nesses paradoxos, o problema da discussdo filosofica suhn;-._u '.'lnl'lr‘:lln potencial
¢ 0 “infinito atual™. Além da nocdo de infinito, neles também ¢ discutida a nogdo de
“conjunto” continuo e “conjunto” discreto.

"As definigdes de “infinita potencial™ e “infinito atual” estio haseadzts nos principios armlutélwc-i:::
forma, privagao de forma e matéria, Sio esses os principios de ndo I:I'iEl‘l"I.I‘I.'H:nI:Ii. {mumm};sriu:n Serse_‘
em uma forma, ele & um "ser em alo”, s¢ cslid na privagio dessa forma, & um "ser em poléncia :Swun:! n
um “ser em poténcin” determing a possibilidade da translormagio r.!x.'_ssc Ser en Lma grmurJ :g

Aristdteles, nio ge pode negar o existéncia do infinilo, porgque ¢ necessirio que o lempo n m.::;n:-im m’ﬂ&'@ﬂu e
nem fim, que a série dos admeros seja infinita € que as grandezas se dividam a0 infi mm'vﬁmsm o
nito em ato (atual) & impossivel. devemos reconhecer-lhe uma existéncia potencial (CF. G .
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Em nosso curso, dos quatro paradoxos de Zendo, escolhemos os dois seguintes
com o intuito tanto de arrolar 0s conceitos matematicos envolvidos nesses paradoxos
quanto de desenvolver uma discussio sobre os conceitos de conjunto continuo e
conjunto denso, uma vez que sabemos serem freqiientes as confusdes entre eles:

Suponhamos o espago ¢ o lempo conlinuos.

1) “Aquiles ¢ uma tafaruga movermn-se na mesma diregdo, ao longo de uma linha reta.
Aquiles & mais veloz do que a tartaruga, mas para alcanga-la ele tem de passar
primeiro pelo ponto P, do qual a tartaruga ja partiv, Quando chega a P, a tartaruga
jé avangou para o ponto P1. Que raciocinio devemos fazer para concluir que Aquiles
nunca poderd alcangar a tartaruga?”

Suponhames o espago e o tempo discretos e, portanto, com uma unidade menor
que ndo pode ser dividida.

2) “Uma flecha, para ir de A a B, deve estar, em cada instante (indivisivel), em um
espago (indivisivel). Que raciocinio deveriamos fazer para concluir que a flecha
nunca chegaria a B?”

3) Quais sdo os conceitos envolvidos nesses paradoxos?

Apos os raciocinios envolvidos e a discussdo dos paradoxos, os professores
participantes levantaram os seguintes conceitos envolvidos nesses paradoxos:
continuidade, limite, séries, densidade, enumerabilidade, ponto de acumulacio,
sucessdo geométrica e conceilos ligados a topologia. Alem disso, observaram que as
relagdes entre espago e tempo e entre infinito potencial e infinito atual também estavam
neles envolvidas.

A discussio seguiv em tomo da diferenga entre conjunto continuo e conjunto
denso e, ao final, apresentamos e analisamos as definigdes abaixo, exemplificando-as
com os conjuntos dos nimeros reais e racionais.

As definigoes de conjunto continuo e de conjunto denso sdo formuladas,
atualmente, sobre a relacio de ordem linear. Esta altima, por sua vez, é definida
matematicamente como sendo a relagido menor (<),

Postulado de Dedekind: Se k1 e k2 sio dois conjuntos disjuntos contidos em k, tais
que klu k2 = k e que todos os elementos de k1 precedam k2, entilo, existe x € k1, tal

que: a) paratodoa€ k. talquea<x » ae kl; b) paratodob e k, tal que x <b -+ b
e k2.
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Postulado da densidade: Se a e b sdo dois elementos quaisquer de k, entio, existe
c ek, talquecestientreaeb.

Seqiiéncias discretas: Sio aquelas que satisfazem o postulado de Dedekind & os
seguintes postulados: Todos os elementos de k, a excegdo do dltimo, tem sucessor
imediato. Todos os elementos de k, & exce¢do do primeiro, tém precedente imediato.

Conjunto denso: E aquele que satisfaz o postulado da densidade.

Conjunto continuo: E todo conjunto denso que satisfaz o postulado de Dedekind.

ARQUIMEDES E O TRACADO DA RETA TANGENTE A ESPIRAL

Arquimedes viveu de 287-212 a.C. em Siracusa (Italia), Suas obras mais
conhecidas sdo: “O arenirio”, “O método”, “Sobre medidas do circulo”, A quadratura
da pardbola”, “Sobre espirais”. Sua geomelria cra, em certos aspeclos, diferi.?nta do
restante da geomelria grega, pois baseava-sc em métodos mecanicos que utilizavam
balancas, alavancas ¢ corpos em movimento para c!esmhrir e estudar curvas
geométricas. No entanto, em suas demonstragoes geométricas, Arquimedes aplicava o
método de exaustao que era muito utilizado por todos os geomelras gregos da
Antigiiidade de que temos noticias. . .

Em nosso curso, apresentamos a construgdo da Espiral de Arquimedes” — Fig. 1
~ pelo método mecdnico e por coordenadas polares. g

0 método de coordenadas polares ja era conhecido pelos professores participantes
do curso. Para mostrar 0 mélodo mecinico, inventamos um material construido do
seguinte modo: fixamos uma régua em um ponto de uma folha, de modo que ela
pudesse girar em torno desse ponto. Assim, tentamos girar a regua 20 mesmo fﬂmpn em
que deslizivamos sobre ela uma caneta. Nosso objetivo, aqui, foi discutir as
dificuldades increntes a aplicagio do método mecinico quando utilizado em sala de
aula com um material rudimentar e o porqué da necessidade das coordenadas polares.

A espiral de Arquimedes & o lugar geométrico dos ponlos que partem de uma origem O ¢ se mayem com
velocidade constante so longo de uma barre, que, por sua vez, gira em fomo de O, também com
velocidade constante. Ambos os movimenros sio simultineos,
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Figura 1

ﬁpﬁs iss0, apresentamos o tragado da reta tangente i espiral, pelo método de
Arquimedes, descrito abaixo:

* Dadaa esFiral de centro O, tragaremos a reta tangente a ela, pelo ponto P.

¢ Trace o raio vetor OP e o arco de circunferéncia PK (centro O, raio OP, sendo K
o ponto do eixo horizontal).

* Trace OT perpendicular a OP e de comprimento igual ao arco PK.

* PT ¢ a tangente 4 espiral.

Um dos problemas importantes para o desenvolvimento posterior do Caleulo
Diferencial foi o da busca por métodos gerais para tragados de tangentes a curvas
geométricas. Por isso, apresentamos esse método de tragado da tangente  espiral com
o intuito d}a discutir a possibilidade, ou nio, de sua generalizagdo para outras curvas.

Para isso, perguntamos aos professores se este método seria vilido, também, para
© tragado da tangente a uma circunferéncia e, em caso positivo, que tentassem tragar
£55a langente,

Nossa expectativa era de que os professores percebessem que 0 método ndo era
generalizavel a outras curvas, assim como muitos ouiros conhecidos por matemiticos
da Antigiidade, Historicamente, essa impossibilidade de generalizagio levou a busca
de um método geral, o que s6 ocorreu na Idade Moderna, apos os estudos sobre o
movimento realizados na Idade Média.

_ Evi{ganm. €M nosso curso, nem todos os professores perceberam essa
impossibilidade. Alguns, apés a tentativa de tragado, explicaram o fracasso com base
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na imprecisdo dos instrumentos (régua e compasso). A maioria demorou algum tempo
para perceber que, para o caso da circunferéncia, o método de tracado de tangente a
cspiral seria valido somente se existissem fridngulos com dois angulos retos na
geometria euclidiana.

Isto acorren tanto no EPEM como no HEM, o que fez com que levantassemos
duas conjecturas para explicar a nido percepcdo ou a percepgdo tardia dessa
impossibilidade de generalizagio: ou esse fato era devido ao conhecimento dos
professores sobre o fato de os tragados de tangentes serem um conhecimento local®, ou
a uma tradigao escolar de nio se propor problemas sem solugdo, com varias solugbes
ou com uma solugio negativa no ensino da Matematica.

DEMOCRITO E O DILEMA DO CONE

A teoria atomista foi criada por Leucipo (c. de 430 a.C.), ¢ seu defensor mais
conhecido foi Demdberito (c. 400 a.C.). Para os atomistas, o universo éra composto de
infinitos dromos e de um espago infinito e vazio (BARON, 1985, p. 19). Para a
geometria, havia a nogdo de dtomo geométrico. Segmentos de retas, superficies e
silidos eram compostos por um namero finito, mas muito grande, de dtomos. Assim,
por exemplo, uma superficie seria o dtomo geométrico de um sélido.

0O método dos atomistas permitia encontrar resultados, tais como o volume da
pirimide e o volume do cone; porém, ndo era rigoroso como o método da exaustio, e
nio sabemos se havia algum outro método para demonstra¢des com raizes na filosofia
atomista. Mesmo assim, o método dos atomistas foi usado por varios matematicos
anteriores a Newton, especialmente por Kepler e Cavalieri, para cilculos de volumes,
dreas e comprimentos.

Em nosso curso, apresentamos aos participantes ¢ Dilema do cone, criado por

Dembcerito:

Se cortarmos um cone por um plano paralelo d base (plano bem proximo d base), o
que podemos dizer das superficies que formam as sepdes? Elas sdo iguais ou
diferentes ? Se elas sdo diferentes, tornardo o cone irregular, cheio de dentes, como
degraus, e imparidades; mas se elas sdo iguais, parece que o cone terd a propriedade
do cilindro de ser constituido por circulos iguais e ndo diferentes: o que é um
absurdo (HEATH apud BARON, 1985, p. 20).

*0 conhecimento local tem duas caracteristicas basicas: ele & um conhecimento correto em alguns limites
& o aluno ignora a existéncia desses limites, Para uma discussio aprofundada sobre “conhecimento local”,
ver LEONARD, F., SACKUR. C. (1990, p. 205-240).
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Apos isso, perguntamos aos professores quais conceitos matemiticos poderiam
estar relacionados ao Dilema do Cone. Segundo eles, os conceitos envolvidos seriam:
funcio continua, integragdo, conceitos da geometria projetiva, limite, densidade. Nosso
objetivo ao propormos esta atividade era debatermos o possivel uso desse dilema no
desenvolvimento destes conceitos em sala de aula.

0S8 METODOS DE DERIVACAO DE NEWTON E DE LEIBNIZ

No inicio da Idade Moderna, Descartes realizou estudos sobre tangentes a curvas
¢ desenvolveu um método geral de natureza algébrica para o tragado de tangentes.
Redefiniu reta tangente a uma curva como sendo a perpendicular  reta normal num
ponto, Porém, na pritica, seu método se mostrou de dificil aplicagdo devido & sua
complexidade. Somente com os caleulos diferencial e integral de Newton e Leibniz
foram desenvolvidos métados gerais e mais simples de serem aplicados.

Tante Newton como Leibniz buscavam, com o Célculo, demonstrar a
inteligibilidade da natureza. Porém, cada um compreendia a natureza de forma diferente
¢ desenvolveu um Caleulo diferente.

Para Newton, o Universo podia ser compreendido como uma maquina regida pela
lei de causa e efeito e composta de virias engrenagens que se encaixavam como a
maquinaria de um relégio. O método mecanicista consistia em decompor cada
fendémeno em elementos mais simples ¢ depois reconstrui-lo a partir destes elementos
para compreendé-lo. Os principios universais encontrados por Newton eram leis pré-
determinadas e imutdveis e os fendmenos eram sempre regidos por estas leis.

Para Leibniz, o Universo era composto por monadas concebidas ndo como
unidades aritméticas, puramente numéricas, mas como unidades dinamicas (isto &,
unidades sempre em mutagdo). Leibniz, em seu Cailculo, buscava as leis de
transformagdo desse Universo, Para ele, o todo nio era composto de partés mecanicas,
mas era compreendido por uma totalidade orginica. Cada parte continha um “todo” em
potencial.

Newton desenvolveu seu Cileulo (a Teoria das Fluxdes) como instrumento
auxiliar para suas pesquisas sobre mecanica. Tal teoria foi desenvolvida com base nas
obras de Descartes e Wallis. Seus temas centrais eram as séries de poténcias, tratamento
algoritmico, diferenciagio como inversa da integracao e concepgdo de variavel, Newton
escrevia uma curva como uma série de poténcias e, dessa forma, conseguia aplicar seu
método de quadraturas para qualquer curva. Como decorréncia, descobriu que a
derivada era a inversa da integral. Esta era uma conseqiiéncia imediata de sua definigio
de integral. Desenvolveu algoritmos gerais para calcular maximos, minimos, tangentes
e curvaturas. Em sua teoria, utilizava os conceitos de *fluentes’ e *fluxdes’. Fluentes
sdo as quantidades que fluem (quantidades que se modificam). E o que hoje em dia
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chamamos de variaveis. Fluxdes sao as velocidades com que fluem, é o que chamamos
de derivadas. Para Newton, derivada & uma velocidade de fluéncia.

Leibniz desenvolveu sen Cileulo (a Teoria dos Infinitesimais) como uma
linguagem universal que lentava exprimir todas as teorias matematicas até entdo
conhecidas. Sua idéia era reduzir a Logica ao Calculo. Ao contrério de Newton, sua
interpretagio dada ao Cileulo ndo era fisica, mas filosofica, Um diferencial dx era uma
diferenga infinitesimal entre dois valores de x infinitamente proximos, A derivada era
uma diferenciagiio sucessiva de infinitésimos, enquanto a integral era uma soma
sucessiva de infinitésimos. Dessa maneira, concluiu que integral e derivada eram
operagdes inversas, mas isso ndo era uma conseqiiéncia direta da sua definigdo de
integral. Criou os simbolos [ e dx e os usava como operadores. Isso tornou sua teoria
mais analitica, enquanto a de Newton era mais geomeétrica, e também mais aplicada as
virias fungoes, devido a sua notagdo mais simples-e mais apropriada.

Nem Newton, nem Leibniz deram fundamentagio suficientemente consistente
para o Cilculo. Conseguiram chegar a metodos gerais ¢ notacio adequada; Qﬂrérn.
persistia o problema dos fundamentos. Ambos trabalharam com quantidades
infinitamente pequenas e estavam conscienies das dificuldades logicas inerentes a esse
uso, ) )

Em nosso curso, apresentamos o seguinte processo de derivagao newloniano, com
o intuito de discutir esses problemas de fundamentos. Solicitamos aos grupos que
procurassem algum erro na argumentagio apresentada. Nio era nossa intengao criticar
o processo de Newton a partir de nosso conhecimento atual, mas entender a natureza
das criticas que foram feitas na época e a conseqiiente necessidade de fundamentagdo
do Cileulo. O processo de derivagio apresentado foi o seguinte:

Sejam : a fungio y=x’, x a fluxiode X, y a fluxdo de y. t um infinitésimo de

lempa, P
Assim, Xt &um incremento para x ¢ yi € um incremento para y.

y+ vyt = (x + xt)’
y+ vt = X'+ 3x° Xt + 3x X £+ (x0)'
X'+ yt= X"+ 3% Xt + 3x X ¢ + (xt)’
yi=3x* XU+ 3x X U+ XU’
y=3x X+ 33X X t+0X
Como t & um infinitésimo, podemos considerar que y = 3X° X.

Zetetiké, Campinas, SP, v. 5, n. 7, p. 129-144, jan./jjun. 1997 137



Essa discussdo foi muito frutifera, pois foram levantadas questies sobre a dificul-
dade da notagio; sobre o fato do infinitésimo ser considerado nulo em um momento e
em outro ndo; sobre o fato de o infinitésimo XU ser considerado um produto. A seguir,
apresentamos as criticas feitas na época por Michel Rolle e George Berkeley.

Michel Rolle (1652-1719) abriu um debate em julho de 1700, ou seja, logo apds
as publicagoes dos trabalhos de Leibniz (1686) e de Newton (1671), que perdurou por
dois anos com Varignon (1654-1722). Foram debatidos dois aspectos problemiticos do
Calculo: um com relagao aos conceitos e principios fundamentais e outro referente ao
fato de o Calculo conduzir a erros. No primeiro aspecto, discutia-se a falla de rigor
logico dos conceitos, destacando a falta de fundamentagdo do infinitamente pequeno
e do infinitamente grande (principalmente sobre os diferenciais de ordem superior); os
diferenciais de Leibniz, segundo Rolle, podiam ser interpretados tanlo como
guantidades nao nulas determinadas, quanto como zero. Rolle sustentava que no
Cilculo o todo era igual a parte, pois uma grandeza X somada ao seu diferencial dx era
igual a ela propria; e que, além disto, os diferenciais eram manipulados diferentemente,
conforme as necessidades para se atingir a solugo do problema (a solugio ja era
conhecida anteriormente). Varignon, com base no mélodo newtaniane, respondeu a
essas criticas de Rolle; porém, nio satisfatoriamente, pois usou apenas um jogo de
palavras que ndo esclareceu nada.

No segundo aspecto, Rolle usou rés curvas para calcular maximos ¢ minimos
como exemplos de que o Cileulo conduzia a resultados diferentes da regra de Hudde
e de Fermat (todos algébricos). Nesse caso, Varignon respondeu satisfatoriamente,
mostrando que Rolle ndo tinha aplicado o Cilculo corretamente e que ndo havia
diferenga entre os resultados obtidos pelos trés métodos.

George Berkeley (1685-1753) publicou “O Analista” em 1734, no qual criticava
os malematicos incrédulos, que rejeitam a religido, mostrando que os métodos
infinitesimais do Calculo sdo tao obscuros quanto os mistérios da f&. Suas criticas eram
de dois tipos. Os resultados obtidos pelo Caleulo, durante os trinta anos passados, ja
tinham se mostrado seguros e fecundos; assim, as criticas de Berkeley se dirigiam aos
fundamentos, a falta de rigor e tentavam mostrar que esses resultados eram exatos
devido a um jogo de compensagio de erros.

As criticas de Berkeley foram um dos fatores que levaram os matematicos da
época a iniciarem uma busca para fundamentar melhor o Caleulo. Outros fatores foram
a separagdo entre a pesquisa em Matematica e a pesquisa em Fisica e a necessidade de
ensino do Calculo nas escolas Politécnica e Normal, criadas logo apds a Revolugio
Francesa. Com esse objetivo surgiram os trabalhos de Euler, dos Bernoulli (Nicolas e
Daniel), com relagdo a estruturagdo da Andlise, de D’ Alembert e Robins, com relagiio
i ideia de limite e de Lagrange, Laplace, Cauchy ¢ outros com relagiio & formalizagio
da Anilise.
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0 METODO DE DERIVACAO DE KARL MARX

Marx (1818-1883) comegou a se interessar pelo Caleulo devido s suas aplicagoes
is leis econdmicas enunciadas em “O Capital” (1867). Achava que no Céleulo havia
uma pura manifestagio dialética e, em seu “Manuseritos Matematicos”, publicados
apenas em 1933 (publicagio de parte da obra) e 1968, fez criticas ao Calculo de
Mewton & Leibniz:

Quando dx ndo & uma diferenga normal entre duas grandezas, quer dizer, quando dx
ndo € um niimero normal, como é que se pode justificar a aplicagdo das regrus para
niimeros normais? (MARX apud GERDES, 1983, p. 37).

Os diferenciais eram escamoteados para se obter o resultado correto. (.) Marx
achava mistico o cdlculo de Newton e Leibniz por eles terem introduzido
metafisicamente os diferenciais, ou scja, sem clarificar seu nascimento e
desenvolvimento, nem ter analivado a natureza das suas propriedades especificas
(MARX spud GERDES, 1983, p. 38)

Propusemos aos professores que observassem o processo de derivagdo pelo
método de Marx, abaixo, e o comparassem ao processo de Newton, visto anteriormente.

Ay ¥,-¥s (x,)" - (x,)’ . (%, - o)  {(x.)' +%; . X, + (xa)'}
AX X, - X, X, - X, X, - X,

™ ':“1:'2 + XXy F (x,)?

: P 2 z
Marx chamava de derivada provisoria a expressdo (x,)° + x,x, + (xo)". Segundo
ele, quando a variavel x, regressa a X;, leremos:

I) 4 direita, a expressio (x,)? vai para (x,)°; a expressio X,.x, vai para X,.X,, Ou seja,
(x)5 ) i

Entdo, a derivada provisoria transforma-se em (x0)* + (X0} + (xg)* = 3. (xp)".

Essa (ltima expressio chama-se derivada definitiva.

Deste modo. a derivada definitiva seria a derivada proviséria reduzida ao seu valor

minimo.
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IT) i esquerda, x, regressa alé x, e finalmente fica igual a x,. Apos x, ter chegado a x,,
temos:
X, - X =0, 0 que implica Ax = x;-x, =0
Ay=y,-yo=(x))'- (x)' =0.
O membro da esquerda, g_{, transforma-se em ,g_,.
X

Segundo Marx, ndo precisariamos nos preocupar com esse quociente, pois o lado
direito da igualdade estd bem fundamentado. Além disso, Marx denomina o simbolo
dy/dx de derivada definitiva e trabalha com ele como simbolo operacional.

Os professores, apos realizarem a comparacdo, concluiram que os problemas de
fundamentos ndo haviam sido resolvidos por Marx, uma vez que ele desconsiderao
quociente %. A partir dessa conclusio, apresentamos a mais nova tentativa de funda-

mentagio do Cileulo Diferencial, a Anilise Nao-Standard.

A TENTATIVA DE ROBINSON DE FUNDAMENTACAO DO CALCULO
DIFERENCIAL

Em 1966, Abrahan Robinson (1918-1974) publicou o livro Andlise ndo-standard,
no qual apresentava um novo conjunto numérico: o dos nimeros hiper-reais, formado
pelos nimeros reais, pelos infinitos ¢ pelos infinitésimos. Nesta obra, Robinson
apresenta a mais nova tentativa de fundamentagio do Calculo Diferencial,

Em nosso curso, como exemplo de aplicagio dessa teoria, apresentamos o seguinte
processo de derivagdo:

a derivada de y = x%

dy=d(x’) = (x + dx)* -’ ="+ 2xdx +dx*-x*=
2.x.dx + dx® = dx.(2x + dx)

dy _2x +dx

dx

A derivada ¢ a parte standard do hiper-real 4Y, ou seja, 2x.
dx

Com a apresentacdo da andlise ndo-standard, encerramos a primeira parte do

trabalho. A parte seguinte — de consideraghes metodologicas — sé foi realizada no
HEM.
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REFLEXOES PEDAGOGICAS ACERCA DE UMA ABORDAGEM
HISTORICA DO CALCULO

Nessa segunda parte do curso, discutimos com os professores a maneira como
usamos a Historia da Matematica nesse trabalho, ou seja, como fonte de
problematizacdio de alguns conceitos construidos ¢ reformulados ao longo do tempo.
Iniciamos essa discussao, explicitando o que estivamos entendendo por problema.

Adotamos as seguintes nogdes de situagio-problema:

{..) a situagdo problema é uma situagdo suscetivel de evoluir e fazer evoluir o alung
segundo uma dialética conveniente. Trata-se, ndo de comunicar vs conhecimentos
que se deseja ensinar, mas de encontrar uma situagdo na qual esses conhecimentos
sefam a esiratégia otima — dentre as possivels — para obter o resultado buscado pelo
aluno (BROUSSEAU, 1983, p. 179).

Segundo HIGUERAS ¢ FERNANDES (1989, p. 130), 0 objetivo de uma situagdo
problema é permitir que o aluno adguira novos conhecimentos, fomando, em primeiro
lugar, a consciéncia da insuficiéncia de seus antigos conhecimentos.

Ao utilizarmos a Historia da Matematica como fonte de problematizagio, nosso
intuito era realizar uma discussio que pudesse ser pedagogicamente esclarecedora.

Segundo MIGUEL (1993, p. 109),

f..) para poderem ser pedagogicamente uteis, € necessdrio que histérias da
matematica sejam escritas sob o ponto de visia do educador matemdtico. Tais
histérias, no meu modo de entender, tentariam e tenderiam a privilegiar cerios temas
e nao oulros, determinados problemas ¢ métodos e ndo outros, a enfatizar a
reconstituido, ndo fanto dos resultados matemdticos, mas dos conlexios
epistemoldgicos, psicologicos, socip-politicos e culturais de sua produgdo,
contribuindo, desse modo, para a explicagdo das relagoes que a matemdtica
estabelece com a sociedade em geral e com as diversas atividades tedricas
especificas e praticas produtivas setorizadas.

[ interessante esclarecermos que a parte historica apresentada neste texto também
o foi nos cursos, sempre com o objetivo de levantar alguma problematizagdo.
Entendemos que a participacio da Histéria da Matemitica no processo de
aprendizagem por meio da mera narragio dos, assim denominados, “fatos historicos”
nio fornece subsidios para que os alunos desenvolvam novas concepgoes de
Matematica além da tradicional. A histéria unicamenie narrativa também nao colabora
para a construgdo de conceitos matemdticos. Devido a isso, optamos por urii
abordagem da Historia da Malematica que privilegiasse seus aspeclos filosoficos e
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fornecesse problemas que pudessem ser utilizados naquela construgdo. Esses problemas
nio foram necessariamente obstaculos epistemolégicos na formagio historica dos
conceitos, mas possibilitam discutir algumas duvidas que, em nossa pritica discente e
docente, percebemos serem fregiientes na construgdo pedagdgica de alguns conceitos
envolvidos no tema. O levantamento dessas dividas nio foi obtido por meio de uma
pesquisa sistematica.

Encerramos nosso curso, perguntando aos professores se as concepgdes que
tinham do Cilculo Diferencial haviam mudado apos o trabalho que haviam
desenvolvido nesse curso e por que.

Quase metade dos professores presentes respondeu que suas concepghes de
Calculo nio haviam mudado. Destes, alguns disseram que o curso os havia alertado
para problemas de fundamentos relativos ao ensino desse tema; outros afirmaram que
o curso havia servido para colocar mais dividas sobre o assunto.

A outra parte dos professores respondeu positivamente d questdo, apontando que
foram abordados muitos aspectos que nio conheciam, como, por exemplo, as questdes
do rigor, das mudancas histéricas que ocorrem na defini¢do de um conceito, e que
muitas idéias se estabeleceram devido a conflitos. Entre esses, alguns também
colocaram questoes relativas ao ensino. Uma participante, professora de Célculo
Diferencial, relatou-nos o seguinte: muitas vezes, ensino os conceitos ¢ ndo dou
atengdo a detalhes que, tanto para mim quanto para meus alunos, trariam uma visdo
e conhecimento mais sdlidos, possibilitando, assim, wma ampliacdo dos
conhecimentos.

Todos eles afirmaram que a participagdo no curso os deixou com a necessidade
de aprofundar seus estudos sobre o tema.

Para concluir, gostariamos de explicitar que tinhamos conscigncia da
impossibilidade de qualquer mudanca de concepgao em um curso de trés horas e que
nossa pergunta foi no sentido de conseguirmos uma avaliagio de nosso trabalho.
Porém, acreditamos que essa abordagem da Historia da Matemitica foi adequada aos
nossos objetivos de problematizar os fundamentos e o ensino do Célculo Diferencial.
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Resenha Critica’

Knijnik, Gelsa. Exclusdo e Resisténcia: Educagao Matemética e
Legitimidade Cultural. Porto Alegre: Artes Médicas, 1996,

Samuel Edmundo Lopez Bello®

Este livro teve sua origem na tese de Doutorado intitulada " Cultura, Matemitica,
Educagdo na luta pela terra”, desenvolvida pela autora — Dra. Gelsa Knijnik — no curso
de Pas-Graduagdo em Educacdo da Universidade Federal do Rio Grande do Sul. Tanto
o titulo do livro como o da tese representam desde ja uma postura e um compromisso
politico assumido pela autora, que, partindo do questionamento sobre que relagdes de
poder sdo (reJproduzidas no processo de apropriagdo e uso dos saberes populares e
académicos, teve como objetivo problematizar sociologicamente a questio da diferenca
cultural, especificamente as inter-relagdes entre os saberes populares e os saberes
académicos no contexto da Educagdo Matemdtica de grupos socialmente subordinados;
neste caso, do Movimento dos Sem-Terra (MST).

Atualmente, vivemos uma ordem social, politica e cultural muito diferente daquela
existente ha anos atras, Grupos cultural efou socialmente diferentes — minoritirios — ndo
se mantém mais invisiveis, mas explicitam suas diferengas e apresentam suas
necessidades especificas. Neste novo contexto de inter-relagbes entre prupos
“subordinados” e grupos “dominantes”, a Educagiio, especialmente a Educagio
Matematica, deve incorporar em seu trabalho pratico e no desenvolvimento tedrico nio
$0 questoes meramenie econdomicas, mas também problemas de discriminagio social,
de pressio, de desigualdades. No marco da Sociologia da Educagdo, essas relagbes
tensas de poder sdo vinculadas a4 Educacio Matematica através do que a autora
denomina “abordagem Etnomatematica”, a qual se caracteriza pela sua naturcza e
vinculagio ao estudo e tratamento da diversidade em seus virios aspectos,

O livro como um todo, esta estruturado em cinco capitulos, além de um preficio
preparado pelo professor Dr. Ubiratan D’ Ambrosio, uma parte introdutoria ¢ uma segdo
destinada as referéncias Bibliogrificas.

"Muitas das idéias contidas nesta resenha foram produto de uma discussio a respeito da versio original
da tese de Doutorade da sutora junto com os mestrandos Pedro Paulo Scandiuzsi ¢ Wanderleya Nara
Gongalves. Essa discussdo foi feita na discipling de Topicos Especinis de Educaglo Matemitica, no
interior do curso de Pis-Graduacio em Educacio Matemitica da FE-UNICAMP, no 12 semestre de 1996,

“Doutorando em Educacio Matemitica - FE/UNICAMP
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