2. ;Cual es el contenido y la estructura del conocimiento del profesor que fun-
damentan las decisiones de ensefanza del concepto de funcion?

3. ;Cual es el papel del profesor en la definicidn de las practicas matemalicas
constiluidas en el aula durante la ensefanza del concepto funcien?

4. ;Cémo desarrollar reflexiones metodoldgicas en paralelo a las reflexiones
realizadas sobre los objeto de estudio en Educacion Matemdtica?

Las primeras preguntas buscan establecer la complementariedad entre pers-
pectivas cognitivas y sociolégicas en el analisis del conocimiento y practica profe-
sional del profesor de matematicas. La ultima cuestidn esta dirigida a desarrollar una
linea de reflexion de caracter metodolégico en las investigaciones en Educacion
Matematica, y en particular en la agenda de investigacion centrada en el conocimien-
to y practica profesional del profesor de matemadticas.

Metodoldgicamente las investigaciones realizadas se apoyaron en la colabo-
racion entre profesores e investigadores y se encuadran dentro de la tradicion
interpretativa en las investigaciones educativas tomando la forma de estudios de ca-
sos. Una parte de los dalos se obluvieron desde entrevistas con los prolesores cen-
tradas en la descripcién de sus procesos interpretatives como una manera de ca-
racterizar los contenidos matematicos como objetos de ensenanza aprendizaje. Para
la obtencidn de los datos y el analisis se realizé una adaptacion de la tecnica de re-
jillas desde la Teoria de los Constructos Personales de Kelly (GARCIA, 1997;
GARCIA & LLINARES, 1998). Otros datos se obtuvieron desde la realizacion de en-
trevistas sobre la planificacion especifica del profesor de una unidad didactica so-
bre funciones, desde las grabaciones en video de las clases con entravistas antes
y después de dichas grabaciones y finalmente, el visionado y analisis de las clases
conjuntamente entre profesores e investigadores para identificar aspeclos relevan-
les de la praclica del profesor. Ademas, los profesores también realizaron tareas es-
pecificas propuestas por los investigadores como instrumentos alternativos para la
obtencién de la informacién, Estas tareas que se le propusieron al profesor fueron
2| analisis de situaciones de ensefanza hipotéticas y la realizacion de clasificacio-
nes y analisis de problemas y ejercicios procedentes de libros de texto (ver
LLINARES 1986 para una descripcién de los instrumentos empleados). Desde el
punto de vista analitico a los datos procedenles desde estos instrumentos se les
aplicd una aproximacion inductiva para su andlisis (LLINARES, en prensa). Las dos
aproximaciones metodoldgicas planteadas en estos estudios (adaptacién de las re-
lillas de Kelly y la aproximacién inductiva) aportan informacién sobre el contenido
del conocimiento profesional del prolesor de matemadticas y su practica permitien-
do desarrollar una triangulacidn de los resultados.
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La aproximacién inductiva, segun la hemos desarrollado, proporciona infor-
macién sobre el uso del conocimiento en dilerentes fases del proceso de ensenan-
za (preactiva, interactiva y postactiva). Ademas, la adaptacién de la técnica de reji-
llas al analisis del conocimiento profesional del profesor de matematicas permite
abtener informacién sobre la estructura del conocimiento (ver GARCIA & LLINARES,
1998; y LLINARES, en prensa, para una descripcion del esquema analitico utiliza-
do). De esta manera, las investigaciones realizadas cumplen un doble papel:

de triangulacién (MATHISON, 1988) (sobre el contenido del conocimiento); y

proporcionando informacidn de caracter complementario (sobre el uso y la es-
tructura del conocimiento) desde perspectivas psicologicas (estructura del cono-
cimiento) y socioldgicas {uso del conocimiento y practicas habituales en el aula).

5. Algunos resultados

En esta seccidn describiremos algunos de los resultados obtenidos hasta este
momento, organizados alrededor de tres aspectos que creemos tienen importancia en
la descripcion de la relacion entre el conocimiento profesional del profesor de mate-
maticas. los procesos de innovacion de la ensefianza de topicos matematicos espe-
cificos y la practica profesional del profesor de matematicas. Estos aspectos son:

las formas de conocer el profesor las nociones matematicas como objetos de
ensenanza-aprendizaje (reconstruccion subjetiva);

la relacion entre creencias y praclica. La generacion de dilemas de ensefianza;

la transparencia en el uso de los modos de representacidn como una carac-
teristica del papel del profesor en la definicion de las practicas matemalicas
en el aula.

5.1. La reconstruccion personal de las nociones matematicas
como objetos de ensefanza-aprendizaje

Los dos profesores de nuestro estudio (SARA y PABLO) tenian una buena
Preparacidn en relacién al conlenide matematico funcidén ya que habian estudiado
cinco anos de matematicas en la Universidad (conocimiento de matematicas), y tam-
bién conocian las graficas, las situaciones, las formulas como diferentes formas de
representar el contenido durante la ensefianza para fomentar una comprensidn sig-
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nificativa del concepto en sus alumnos (conecimiento de contenide pedagdgico). _Los
dos profesores también tenian conocimiento de lo gque los alumnos llevan a la situa-
cién de ensefanza, en relacién a lo que suponian eran las concepciones previas de
sus alumnos en relacién al concepto funcién. Pero los dos profescres tenian dife-
rentes formas de conocer &l concepto funcién como objete de ensenanza-aprendi-
zaje. Es decir, los dos profesores enfatizaban dilerentes aspectos de lo que conshi-
tuia el concepto funcién como objeto de ensefianza- aprendizaje y parecia que ha-
bian integrado estos aspectos del conocimiento de forma diferente.

Sara organizaba el contenido del concepto funcién para su ensefanza alrede-
dor de dos ideas. Por una parte Sara intentaba tener en cuenta las concepciones pre-
vias de sus alumnos (por ejemplo que los alumnos idenlifican las funciones con la fun-
cion lineal) y lo que podria resultar facil o dificil (por ejemple las dificultades en enten-
der la nogién de pendiente). Por otra parte, Sara intentaba complementar la idea de la
funcian coma un algeritmo en el que la funcidn implica una transformacion dinamica de
cantidades de acuerdo a una férmula (gue caracteriza una concepcion accion de la no-
cion de funcidn) como paso previo a la interiorizacion de la nocién de relacion enlre va-
riables que pudiera mostrar una concepcidn proceso. Para desarrollar estas dos ideas
{vinculadas a su conocimiento de la imagen del conceplo de sus alumnos y busqueda
de la complemeantariedad de las concepciones sobre las funciones) se apoyaba en la
idea de la funcién como un modelo para estudiar la realidad. Eslto la llevd a conside-
rar los modos de representacidn, las traslaciones entre ellos y las aclividades de lectu-
ra e interpretacion de graficas como parte del contenido a ensenar.

Por otra parte, la forma de conocer el concepto luncidn de Pablo estaba orga-
nizada alrededor de otras dos Ideas. De un lado, Pablo parecia enfatizar la existen-
cia de diferentes tipos de funciones (por ejemplo funciones racionales e irracionales,
lineales, exponenciales, logaritmicas); y de otro, enfatizaba algunos procedimientos
como composicion y calculo de funcicnes inversas. Estos dos aspectos conllevaban
un énfasis sobre el modo algebraico en las representacion de las funciones. El papel
de los diferentes modos de representacion y las relaciones que se pueden estable-
cer entre funciones y conlextos reales parecian tener menos imporiancia en su recons-
truccién del conceplo de funcidn como objeto de ensenanza-aprendizaje.

Estas dos formas de reconstruir el concepto funcién como objeto de ensenan-
za-aprendizaje de Sara y Pablo revelan el producto de la elaboracion didactica y trans-
formacidn heuristica del contenido realizado por los profesores. Un aspecto, que mues-
tra como el prolesor elabora y transiorma el concepto funcién como objeto de ense-
fanza-aprendizaje es la identificacién del contenido diferente en las dos reconstruc-
clones realizadas; es decir, la consideracion de la imagen del conceplo y de las pers-
pectiva proceso del concepto funcidn (Sara) y el énfasis en el modo de representa-
cion algebraico (Pablo). Sara queria que los alumnos superaran la imagen del con-
cepto que suelen traer a sus clases, por lo que se apoyaba en un uso flexible de di-
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jerentes modos de representacién (LLINARES, en prensa). Pable adoptaba una pers-
pectiva centrada en el contenido matematico enfatizando las relaciones entre el modo
de representacion algebraico y algunos procedimientos algebraicos.

Los dos profesores se apoyaban en diversos aspectos del concepto funcién
como un objeto de ensefanza-aprendizaje: conocimiento del conceplo matematico,
canocimiento de contenido pedagdgico y conocimiento de las caracteristicas de apren-
dizaje de los alumnos. Sin embargo el énfasis que cada profesor colocaba sobre cada
una de estas componentes no era el mismo. Por una parte el conocimiento de Sara
de la imagen del concepto funcion en los alumnos estaba muy presente en su forma
de actuar, junto a la necesidad de considerar el vinculo enlre una perspectiva accion
y proceso para el concepto luncion. Por otra parte, Pablo aungque conocia lo que po-
dia resultar tacil o dificil a los alumnos e incluso conocia que la comprensién de los
alumnos esta vinculada al lipo de lareas que hacen (por ejemplo un abuso de las fun-
ciones lineales puede hacer pensar a los alumnos que las lunciones son solo linea-
les) el éntasis que Pablo colocaba sobre estos aspeclos era menor.

Esta situacidon muestra que el proceso de elaboracion del conocimiento en las
situaciones practicas hace que los profesores subrayen aspectos distintos. Esle énfa-
sis en aspectos diferentes del contenido matematico que hay que ensenar llega a ca-
ractenzar la practica de los profesores. En este sentido los casos de Sara y Pablo son
ejemplos de los procesos de elaboracion del contenido que el prolesor realiza desde
su experiencia y considerando su comprension del concepto matematico (saber de re-
ferencia, conocimiento proposicional), realizando una reconstruccion personal de las
nociones matematicas como objetos de ensenanza-aprendizaje (un analisis detallado
de los procesos de reconstruccion personal del concepto funcidn de Pablo y Sara ha
sido realizado en GARCIA, 1997; GARCIA y LLINARES, 1999; LLINARES, en prensa).

5.2. Relacién entre las creencias y la gestidén del proceso de
ensenanza-aprendizaje: la generacidn de dilemas en la ensefianza

Otro aspecto que ha resultado relevante en la descripcién del conocimiento
¥ la practica protesional del profesor de matematicas ha sido la relacién entre sus
Foncepciones sobre el aprendizaje y la gestion de los procesos de ensenanza-
aprendizaje. En cierta medida Sara estaba alineada con una retdrica constructivista.
Sin embargo podemos considerar que mantenia una perspectiva constructivista
“light” ya que aunque creia que hay que apoyarse en la forma en la que los alum-
Nos estan aprendiendo para desarrollar nuevas tareas, su planificacién de las cla-
Ses solo eran modificadas en relacién al tiempo (la sucesién de tareas previstas era
la misma aunque el tiempo previsto para cada una de ellas pudiese variar), Sin em-
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bargo, su gestion de los procesos de ensenanza-aprendizaje venia caracterizada por
sus intentos de provocar el desequilibrio y favorecer la reflexion entre sus alumnos
pidiéndoles que explicaran sus respuestas y propusieran argumentos y polenciando
el trabajo en grupo. Por otra parte, Sara tambien creia que en las matematicas esco-
lares existen procedimientos que los alumnos deben memorizar primero aunque su
comprensién venga luego. Esla manera de dotar de significado a la situacién en la
que se encuentra (proceso interpretativo) le planteaba un dilema entre lo que podria
ser un problema o ejercicio y su utilizacién en las situaciones de ensefianza, Es de-
cir, Sara desde sus concepciones sobre el aprendizaje se planteaba la relacién en-
ire ejercicio y problema en la ensefianza de las matematicas como una tension que
debia resolver en determinados momentos. Era una preocupacidn en el nivel de la
planificacién de las tareas instruccionales que debia presentar a sus alumnos v de las
caracteristicas que debian tener las tareas. Asi, por una parle, los problemas eran vis-
los como medios para que los alumnos doten de significado a los diferentes aspec-
tos del concepto funcion, ¥ eso era importante. Sin embargo, por otra parte, Sara
pensaba gque debia poner ejercicios repetitivos a sus alumnos para que llegaran a
memorizar delerminados procedimientos aunque no luvieran una buena comprension.
Esta situacion dicolomica le planieaba la tensidn al tener gue decidir en cada momento
donde colocar el énfasis (en los problemas o en los ejercicios) lo que conllevaba la
percepcién de no saber si estaba haciendo lo correcto (LLINARES, en prensa).

Por otra parte, Pablo también manifesté ciertos dilemas gque ponian de manifies-
to la complejidad de la relacidn entre sus creencias y su gestion del proceso de ense-
nanza-aprendizaje. Asi, por ejemplo, aunque Pablo conocia la idea de la Reforma de
que la ensenanza en grupos y la interaccién pueden ser positivas para el aprendizaje
de las matematicas, él pensaba que cuando realmente se aprenden matematicas es
cuando se esta trabajando individualmente el problema matemitico, Esta idea se refle-
|aba en su practica al conceder al trabajo en grupo solo un papel motivader y como inicio
de la tarea. También, esta concepcitn sobre el aprendizaje se refiejaba en su organi-
zacion de los alumnos por parejas en su clase y no favoreciendo en exceso el trabajo
en grupo. El dilema que tenia que manejar Pablo estaba centrado en cuando el profe-
sor debe desarrollar una ensefianza mas dirigida y proporcioando informacién vs. a
cuando el profesor debe dejar a los alumnos trabajar en grupo Yy seguir su propio pro-
ceso. La decision en cada caso conllevaba la percepcion de si estaba haciendo lo co-
rrecto en cada momento ya que con una ensefanza centrada en el trabajo en grupo y
las discusiones coleclivas no se adelanta tanto en el curriculum, pero sin embargo el
curriculum previsto hay que trabajarlo en clase (un analisis detallado de este aspecto
de la ensenanza de Pablo pueden ser visto en LLINARES, 1999),

En este sentido, las creencias sobre el aprendizaje de los dos profesores in-
tegradas en el contenido del conocimiento profesional nos ayudan a entender las
formas diferentes en las que los profesores definen y comprenden las situaciones
en las que deben tomar decisiones. Asi, los dilemas a los que se enfrentan los pro-
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jasores durante la ensefianza pueden ser considerados manifestaciones de sus pro-
cesos deliberativos (ERAUT, 1994) y muestran la complejidad del papel del profe-
sor. Por otra parte, los dilemas indican que la relacion entre las creencias y la ges-
tian del profesor del procese de ensefanza-aprendizaje no es una relacion lineal
sino que debe entenderse como una relacién de implicacion mutua (dialéctica) des-
de la cual resulta dificil indicar si las creencias son las que dirigen la practica o al
revés. Finalmente cabe sefalar que la relacidn practica-creencias se articula a tra-
vas de procesos de reflexién (procesos interpretativos) del profesor.

5.3. La transparencia en el uso de los modos de
representacién como una caracteristica del papel del
protesor en la definicién de las practicas matematicas en el aula

Cuando intentamos describir y caracterizar el papel del profesor en definir lo que
sucedia en las aulas de matematicas nos centramos en su gestion del proceso de en-
sefanza-aprendizaje y se puso de manifiesto la relevancia que podia tener, entre olras
cosas, la naturaleza de las inleracciones entre profesor, los alumnos y las tareas pro-
puestas. Al estudiar la gestion del profesor del proceso de ensefnanza-apendizaje una
de las cosas que identificamos como relevante para nuestro proposito fue determinar
come el profesor utilizaba algunos recursos de los que disponia para ayudar a carac-
terizar una practica matematica particular que se generaba en el aula entre sus alum-
nos , el mismo y el problema matematico propuesto. Los modos de representacion, el
lenguaje utilizado y los problemas propuestos (tareas instruccionales) pueden ser en-
tendidos como recursos de los que el profesor hace uso para conseguir sus objetivos
{un aprendizaje matematico). Para analizar este aspecto de la gestion del profesor del
proceso de ensenanza-aprendizaje utilizamos la nocion de transparencia (LAVE &
WENGER, 1991), Desde esta perspectiva, la nocién de transparencia vinculada al uso
explicito que el profesor hace de los recursos de que dispone permite caracterizar e
idenlificar algunos aspectos de la gestion del profesor del proceso de ensefianza-apren-
dizaje como una componente de su practica profesional. LAVE & WENGER (1991) in-
dican que la nocién de transparencia se refiere a la manera en la que:

el uso de los instrumentos disponibles; y
la comprension de su significado;

interactuan para generar un proceso de aprendizaje.

Por una parte los modos de representacion (por ejemplo, las gréficas) deben
Ser visibles para que los alumnos puedan utilizarlos. Por otra parte, el uso de las gra-
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ficas debe ser tal que debe permitir gue el alumno pueda llegar a comprender el sig-
nificado de la nocién matematica que es el objelo de la secuencia de ensenanza. Es
decir, las gréaficas deben llegar a ser invisibles para poder mirar a través de ella. Por
ejemplo el uso de las graficas para ilustrar el significado de la nocidn de pendiente
(“velocidad de crecimiento”) de las funciones lineales (LLINARES, 1999b). Aplicamos
esta nocitn al analisis del uso del profesor de los modos de representacién como una
manera de dar cuenta del papel del profesor en la constitucién de una determinada
practica matematica en el aula. Aplicar la nocidn de transparencia al uso del profe-
sor de los sistemas de simbolos (instrumentos) nos ha permitido dar cuenta de |a dua-
lidad que deben desempenar los recursos en la ensenanza,

Los analisis de la gestion del profesor del proceso de ensefianza-aprendizaje
reallzados en esla direccion nos han mostrado que en algunos casos el profesor hace
un uso consciente de esta dualidad (visible-invisible) de los instrumentos (recursos)
empleados en la ensefanza mostrando cierta vinculacion con las caracteristicas de las
interaccionas que se generan en el aula entre profesor y estudiantes. Una manifesta-
cion de esta caracteristica lo tenemos en el caso de Sara que consideraba los modos
de representacion (grafica, algebraico, situaciones) y las traslaciones entre ellos (lec-
tura e interpretacion de situaciones y graficas, la traslacion de la situacién a al expre-
sian algebraica, etc) como un contenido para ensefiar. Desde esla posicionamiento,
Sara intentaba hacer visible a sus estudiantes los modos de representacion como nos
habia mostrado el analisis de la reconstruccion personal que Sara habia hecho del con-
ceplo funcion como objete de ensefianza-aprendizaje. Pero por otra parte, el andlisis de
la interacciones con sus alumnos (LLINARES, 1999-b) ha mosfirado el intento de Sara
de hacer invisible el modo de representacién (las graficas) para ayudar a sus alumnos
al construir el significado de la nocidn matematica que era el objativo de la secuencia
de ensenanza (por ejemplo la nocién de pendiente de una funcién lineal),

6. Comentarios finales

La caracierizacion del conocimianto profesional del prolesor de matematicas
(sus tormas de conocer) y de la gestion del proceso de ensefanza-aprendizaje como
aspectos de la practica protesional del profesor de matematicas resulta una tarea
compleja. El contexlo de reforma de la ensenanza de las matematicas y la innovacidn
curricular definen una situacién en la cual poder mirar los procesos de transicion de
los profesores y las influencias que ejercen diversas variables. Como consecuencia
de dicha complejidad es necesario adoptar parspectivas complementarias que nos
permitan mirar diferentes aspectos. Ademds es necesario utilizar disefios de investi-
gacion que hagan uso de diferentes tipos de instrumentos ¥ esquemas analiticos. Las
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investigaciones que hemos realizado hasta estos momentos nos han permitido obte-
ner infarmacion sobre diferentes aspectos que condicionan la practica profesional del
profesor de matematicas. Posiblemente la informacién que estamos obteniendo vie-
ne caracterizada por las perspectivas ledricas adopladas y el tipo de instrumento y
esquemas analiticos utilizados. Sabemos que posiblemente estas perspeclivas nos
permitan ver algunos cosas pero no otras. Sin embargo creemos que los resultados
obtenidos hasta estos momentos nos estan permitiendo comprender mejor lo que su-
cede en las aulas y la identificacion de factores que influyen como una manera de dar
suenta del conocimiento y la practica profesional del profesor de matematicas.

En particular, la identificacién de los procesaos interpretativos de los profesores
comeo un medio a través del cual dar cuenta de las razones de una determinada or-
ganizacion del contenido matematico en la ensefianza y de la reconstruccion perso-
nal que de las nociones matematicas realiza el prolesor, nos ha mostrado la comple-
jidad de las relaciones exislentes entre el conocimienio de matematicas y el conoci-
miento de contenido pedagogico del profesor en la caracterizacion de su practica pro-
fesional. El énfasis del profesor colocado sobre diferentes aspectos del contenido
matematico como objeto de ensenanza aprendizaje nos ha mostrado la importancia
de /as formas de conocer del profeser como una manifestacién de la interaccion dia-
léctica entre el profesor y la situacion (SCHON, 1983) indicando que el proceso de ela-
boracion del conocimiento en las situaciones practicas hace que los profesores subra-
yen aspectos distintos. Ademas, el andlisis de la regularidades en el aula y la carac-
terizacion de las inleracciones entre el prolesor, los alumnoes y los problemas malte-
maticos estd permitiendo identificar nociones tedricas en la caracterizacion del papel
del profesor en la constitucidn de las practicas matematicas en el aula. Por otra par-
le, el analisis de |las relaciones dialéclicas entre las creencias mantenidas y la ges-
lién del procese de ensefanza-aprendizaje nos ha indicado cémo el protesor plan-
tea y se enfrenta a determinados dilemas en la ensefanza y como los procesos de
reflexidn-sobre-la-accion generados come consecuencia de la colaboracién en los
proyectos de invesligacion permilen explicitar dichos dilemas.

Dos comentarios para finalizar. En primer lugar en relacién a la necesidad de
ampliar las investigaciones a |la ensefanza de otros topicos matematicos. Los and-
lisis de la practica protesional del profesor en la ensefanza de diferentes nociones
malematicas nos deben ayudar a determinar hasta qué punto las nociones tedricas
Que estamos utilizando puedan generalizarse y ser utilizadas como instrumentos
analiticos en nuestro empefo de describir las formas de conocer del profesor y su
L_llilir:lad en la caracterizacion del papel del profesor en la constitucion de las prac-
licas matematicas generadas en el aula. En segundo lugar, sefialar que una de las
caracleristicas de las invesligaciones que estamos realizando se apoyan en la es-
lrecha colaboracion entre profesores e investigadores. Esta colaboracién la vemos
€0mo una moneda con dos caras. Por parle del profesor estan los procesos de de-
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sarrollo profesional y su interés en mejorar su propia practica. Desde este punto de
vista, la colaboracion en un proyecto de investigacion permite explicilar aspectos de
su practica a través de los procesos de reflexién-sobre-la-accion que por otra via
serian dificiles de hacer explicitos. Por parte de los investigadores la colaboracion
nos ha permitido intentar comprender mejor la practica del profesor desde sus pro-
pias referencias, al mismo tiempo que nos permite caracterizar lentes tedricas a lra-
vés de las cuales desarrollar nuestra comprensién y reflexiones tedricas.
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Nimero Racional: uma teia de relagoes’

Mauro Carlos Romanatto”

RESUMO: O numero racional & um assunto considerado imporiante na esco-
laridade basica de Matematica e o modo como se apresenta para os alunos tal
tdpico tem se revelado na maioria das vezes como um obstdculo para a sua
plena compreensdo. Um dos aspectos que pode justificar tal situacio é a pro-
pria complexidade com que esse assunio se manifesta. O nimero racional deve
ser entendido como uma teia de relagdes nas quais nogdes, principios @ pro-
cedimentos matemalicos distintos sdo construidos ou adquiridos por melo de
diferantes conlexios. Esse estudo pressupde que a plena compreensao do
numero racional passa por um trabalho significativo em todos os contextas em
que tal assunto estd presente. 1sso porque, em cada contexto, a nogio de na-
mers & as operagcoes matematicas devem ser reconceitualizadas em relagio
ao numero natural, Relagtes como medida, quociente, razdo, operador
multiplicative, probabilidade e nimero sdo “personalidades” que o numero ra-
cional assumae, representadas por notagdes da forma a/b, decimal e percentual.

PALAVRAS-CHAVE: Namero racional; Educagao Matematica .

ABSTRACT: Rational Mumber: a net of relationships

Ratlonal number is a subject that is considered an important subject in the
basic education of Mathematics, and the way il is taught to the students
may be an obstacie to its full comprehension. One of the aspects that
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