da revista e também serao submetidas a aprovagao de pelo menos dois membros
do Conselho de Pareceristas. No artigo que inaugura esta se;ao, o autor discute e
polemiza com as idéias apresentadas por José Mario Martinez e Lucio Tunes dos
Santos, ambos professores do IMECC-UNICAMP, no artigo Comparagao de duas
estratégias no ensino de ‘Complementos de Matematica’, publicado em Zetitiké, Vo-
lume 6, Numero 9, janeiro/junho de 1998, p. 89-108.

Finalmente, este nimero da revista apresenta ainda um catalogo de resu-
mos de teses de doutorado e dissertagdes de mestrado relativas a educagao ma-
tematica, produzidas/defendidas entre 1976 e 1994 na Faculdade de Educagao da
UNICAMP.
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Desenvolvimento histdrico do conceito e do processo de
aprendizagem, a partir de recentes concepcoes matematico-
didaticas (erro, obstaculos, transposico)*

Gert Schubring**
Tradugdo: Pedro Goergen***

RESUMO: Este artigo busca abordar uma fungéo da histdria da matematica que
transcende aquela tradicional e insatisfatoria da motivagao para a aula: como
fundamento da formulagao de teorias na educagao malematica. Para tanto, se-
rao expostas e relacionadas entre si novas propostas da historiografia e da di-
datica matematicas. Disso resulta uma convergéncia estrutural, baseada na
analise lanto do aluno quanto do pesquisador enquanto membros de uma co-
munidade social interativa. Paralelamente, serd examinada a eslreita relacao
enire o ensino e a elaboragao do conhecimento.

ABSTRACT: The article intends to emphasize a function of mathematics
history which transcends the traditional but unsatisfactory one of motivator for
classroom practice: as a foundation for theory construction in mathematics
education. For this purpose, reccent approaches in mathematics historiography
and in mathematics education are presented. Discussing them yields a
structural convergence which is due to the view which conceplualizes the
researcher and the learner as respective members of an interacting social
community. At the same time, the close connection between teaching knowledge
and developing knowledge is analyzed.

" A versdo oniginal deste artigo foi publicada na revista “Zentralblatt fir Didaklik der Mathemalik®, . 20, 1988,
p. 138-148. Agradecemos a aulonzagdo dada pela ZDM para publicar esla versao em portugués na Re-
vista Zelgtike.
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1. Introdugdo

inicialmente, parece ser uma tarefa um tanto ingrata falar sobre o significado
da histdria da matematica para a didatica e o ensinc. Tantos especialislas em dida-
tica, sobretude tantos matematicos ja se manifestaram sobre este tema que parece
duvidoso que algo substancialmente novo possa ser acrescentado ao que ja foi dito
- ainda mais se posso mencionar, como exemplo mais recente desta fecunda refle-
xdo sobre o aproveitamenlo da histéria no ensino da matematica, o caderno 19/
1986 da Revista ensinar matematica (mathematik lehren).

Se mesmo assim ouso ocupar-me do tema, e porque, de fato, existem novas
evolugdes, tanto na histéria da matematica quanto na didatica da matemaltica, que
permitem esperar resultados interessantes, aos quais quero dar especial destaque
no presente trabalho. Como caracteristica comum as novas propostas pode-se res-
saltar a consideragdo da subjetividade na construgdo do conhecimento — tanto por
parle do aluno gquanto do pesquisador.

Gostaria de iniciar com um texto bastante caracteristico: Histary in the
mathematics curriculum (WILDER, 1872), do conhecide matematico R .L. Wilder. A
exemplo de muitos outros matematicos, Wilder desenvolveu, apds sua aposentado-
ria, um forte interesse pela histéria da matematica, passando a defender, enfaticamen-
te. a inclusdo da histdria no curricule do curso de matemalica, para contornar as cres-
centes criticas de uma pratica de pesquisa cada vez mais especializada. Historia da
matematica é por ele recomendada para melhorar a molivagao e desenvolver um sen-
tido subjetivo da matematica. E bastante revelador o modo como Wilder separa téc-
nica e cultura na matematica: Enquanto o atual tipo de pesquisa matemadtica deve con-
linuar a ser desenvolvido sem alteragbes, pretende-se, de outra parte, reforgar a le-
gitimidade de tal proposito, pela inclusdo da matematica na Cultural histary.

Além desta divisao da matemdtica em dois dominios, outra fraqueza essencial
da fungdo motivadora da histdria da matematica — na verdade, a melhoria da maotiva-
¢ao &, sob dilerentes formas, o principal argumento sempre aduzido — consiste no fato
de se pressupor gue a abordagem histdrica reforga o interesse e a motivagao. Essa
pressuposicao subentende que, numa cultura, existe, de modo geral, uma disposicao
positiva em relagao a interrogagdes histéricas. Enguante no século XIX e também na
primeira metade do século XX, o historicismo foi certamente uma das principais carac-
teristicas da formagdo da burguesia intelectual alema, a partir dos anos 60 do atual sé-
culo, tal convicgAo desapareceu quase por completo. Por esta razéo, duvido seriamente
que as abordagens histdricas ainda tenham significado similar para os alunos de hoje
— Independentemente do fato de os professores terem formagio e visdo histdricas,

Contra o papel ndo apenas acidental da histéria da matematica ha uma ou-
tra objegdo ainda mais forte, & qual j& me referi ao mencionar a fase de pesquisa-
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dor ativo & a posterior fase, menos produtiva, de recuperagao historica da distpIi-
na. No quaotidiane filosdfico da matematica, dominante na comunidade cien_llllcg,
nega-se, em geral, que a histéria tenha qualquer fung@o produtiva para a ciéncia
atual. Esta concepedo foi certa vez elegantemente traduzida por Whitehead com as
seguintes palavras: “Uma ciéncia que tarda em esquecer seus funda.d::l:rres esta per-
dida" (apud KUHN 1967, p. 184). De acordo com esta filosofia quotidiana, a mate-
matica de hoje comprende o racional, a légica da histdria: As guestides e elapas an-
tariores encontram-se nela inseridas e respondidas, ou em termos Hegelianes: A his-
1éria esta “incorporada” (“aufgehoben")” na ciéncia alual,

Fica claro que nessa concepgac acumulativa, a histéria nao pode ir além de
uma fung@o motivacional, resultando disso, de um ponto de vista mais geral, que a
fungao da histéria da matemdtica no ensino @ na didatica dependa, diretamente, da
concepcéo de desenvolvimento da matematica que estd subentendida ou posta
como fundamento.

2. 0 método genético de Toeplitz

Observemos, a partir dessas consideragbes, esta que & certamentie a mais
conhecida proposta de aproveitamento da histéria no ensino e na didalica, o mé:rna
do genético de Otto Toeplitz, E bem conhecida a famosa passagam de sya conferén-
cia de 1927, na qual ele se refere aos “requisilos canonizados"” do ensino da male-
matica e em cuja formulagdo nunca se toca na questao do porqué e da origem. Nesta
passagem Toeplilz constata:

Todos estes requisitos...devem, am algum momenlo, ler sido objeto de uma
estimulante busca, de um trabatho excitante, justamente no instante em que
foram criados. Se seguissemas as ralzes dos conceilos, desapamcarial deles
a poeira dos tempos e eles ressurgiriam, diante de nds, como §eres vivos. E
a partir dai abrir-se-ia para nés um duplo caminho para a praxis: ouU se apre-
sentaria direlamente aos estudantes a descoberta em loda a sua dramancrdadel.
fazendo, dessa forma, surgir ante seus olhos os quastionamenios, os concel-
fos & os falos — e isto eu chamaria o método genético direto — ou NOs MEeSMOs
buscariamos assimilar, a parlir dessa andlise histérica, o verdadeiro SEFI'II'JI:TG.-
a esséncia de cada conceito, derivando dal, para o ensing desse concello,
conseqiéncias que, como 1ais, j& ndo teriam relagde com a histagria — 0 méto-
do genético indireto (TOEPLITZ, 1927, p. 92 s5.).

* O conceito hagellano “Aufheben” implica no duplo movimento de superar o5 elementos retendo-os (Nola
do tradutor).
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Enguante o primeiro - o método genético direto - faz parte da mencionada fun-
¢do0 motivacional, o segundo - 0 método genético indireto -, além de ter sido para
Toeplitz 0 mais interessante, olerece geralmente fundamentos importantes para o
nosso tema.

Se analisarmos as concepgdes de Toeplilz e sua aplicagdo no ensino supe-
rior e na formagdo de professores, fica bastante claro que, para ele, a compreensao
de um conceito depende da lransmissao de saber acerca deste conceito, de
metasaber portanto, e gue o seu método genético indireto visa & construcac de um
metasaber nos estudantes de magistério (cf. SCHUBRING, 1978, p. 256).

Além disso, Toeplitz insiste que a histéria tem uma fung@o produtiva, nao ser-
vindo apenas como contexto externo, estimulante:

“Nao se trata da hisidria, mas da génese dos problemas, dos fatos e demons-
tragdes, das decisivas viragens desta génese” (TOEPLITZ, 1927, p. 24),

No entanto, per mais notavel que seja este programa, sua fermulagdo con-
creta no seu manual sobre o calculo diferencial (TOEPLITZ, 1972) é pouco apro-
priada para desvendar tais pontos de viragem no desenvolvimento dos conceilos,
Tanto no que se refere a processos envolvendo a nogao de infinite quanto no con-
ceito de numero, Toeplitz parte do ponto de vista de gque o essencial [a havia sido
realizado pelos gregos e de que, depois deles, seguiriam apenas desdobramen-
tos, moditicages formais elc. de algo ja existente. Nesse sentido, Toeplilz coloca-
se ao lado de Lipschitz na controvérsia desse com Dedekind a respeito do concei-
to de ndmero real: Lipschitz havia defendido contra Dedekind que o essencial ja
se encontrava em Eudoxo, enquanto Dedekind insistia na diferenga fundamental
da formagdo conceitual, chamando atengdo especialmente para o fato do concei-
to de continuidade (Vollstdndigkeit) ndo existir entre os gregos e nam poder ser
derivado implicitamente da geometria.'

Toeplitz ficou, portanto, preso a uma visdo continua e cumulativa da histdria da
matematica, na qual ndo ocorre desenvolvimento qualitativo, razdo pela qual o mé-
todo genético indireto ndo pode ser efetivamente usado. Embora Toeplitz afirme que
a histdria é uma fonte inesgotavel para a metodologia didatica, ele enquadra a hista-
ria num esquema que Ihe & estranho na medida em que vé o desenvalvimento do con-
ceito matematico como uma *suave progressac do leve ao pesado” que poderia ser
transformado em recurso metodoldgico para o ensino (TOEPLITZ, 1927, p. 95).

1. Ver (SCHUBRING, 1978, P-2B6-292). A lroca de comespondéncia entre Dedeking o Lipschitz & ananor-
mante publicada par O, Backere P Dugac loi agora complatado por SC HARLALI 1986).
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0 exemplo da concepgdo de Toeplitz também mostra que a prublleméhca
central do aproveitamento da historia da matematica em termos de contpudu con-
siste na concepgio adequada do desenvolvimento. Ao passo que‘. a .partll dos ino-
vadores trabalhos de Thomas Kuhn, em gquase todas as outras ciéncias foram ana-
lisadas e reconhecidas “revolugbes” no sistema conceitual e rupturas r:ms campos
conceituais, a matematica parece continuar fechada a tais_lnnua;oes apiste-
moldgicas: excessivamente soberba parece continuar sendo a imagem univoca da
“rainha das ciéncias" que se desenvolve cumulativamente, permanecendo sempre
idéntica consigo mesma.

Um exemplo caracteristice desse comporiamento ante a matematica é o filéscfo
francés Gaston Bachelard o qual descreveu, incisivamente, rupturas e obstaculos nas
ciéncias naturais, mas excluiu, expressamente, a matematica dessa analise:

“A histdria da malematica & uma maravitha de regularidade. Ela conhece pen'm{crs
de calmaria. Mas ela ndo conhece perfodo de equivocos’(BACHELARD, 1975)",

3. Novas concepges na histdria da matemética

Felizmente, no enlanto, ha neste campo, desde ha alguns anos, importan-
tes inovagdes concepluais. Especialmente notavel & que eslas mudangas derivarp
de uma reavaliagio da relagdo entre pesquisa e ensino. Mesta relagao, a pesqlur
sa era, tradicionalmente, o lado ativo fornecedor, sendo a didatica o lado passivo
e receptor que apenas transferia para o ensino o recebido. Por isso, a relagao e_n-
tre o saber cientifico e o saber escolar era sempre definida como uma relagao
unidirecional. Em 1978, Wilhelm Kuyk, o autor de “Komplementaritdl in der
Mathematik (“Complementaridade na Matemdtica”) denunciou esta visdo unilat.e-
ral com a bela imagem dos estalactites e estalagmites: o ensino nao pode ser vis-
to simplesmente como stalagmites sobre as quais a ciéncia, ao crescer como
eslalactites, deixa cair algumas golas (cf. SCHUBRING, 1981, p.32).

Minha intengdo é mostrar que a reavaliag@o da relagio entre pesquisa e en-
sino também abre a perspectiva de uma nova concepgio de desenvolvimento. Esta
reavaliagao foi programaticamente formulada no artigo de Judith Grabinar:_ Is
mathematical truth time dependant? (GRABINER,1974). Na mesma época Wussing
chamou a ateng@io para o fato de que a exigéncia da ensinabilidade geral da mate-

2. Bachelard 1975, 25, tradugdo minha, G.5.
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matica a partir do final do século XVIIl impés nao apenas novos padrdes de preci-
sao, tornando lalsas proposigies até entao tidas como verdadeiras, comao também
deu a pesquisa novos impulsos e orientagdes:

“Caracterislicamente a fundamentagio da andlise & devida a matematicos que
eslavam fortemente envolvidos com o ensing” (WUSSING, 1974, p. XVIlI.

No mesmo ano, Eccarius, nu seu trabalho sobre Crelle, defendeu a tese se-
gn_mdo a qual o ensino da matematica intluenciou na Prissia o desenvolvimento tam-
bem do conteddo da ciéncia matematica, isto é, da matematica pura:

"a_l formagdo de professores era...(depois de 187 0), espacialmente para o en-
sino da malemdtica, a tinica forma de sobrevivéncia: sem a affuéncia dos es-
ludantes de magistério seu desenvolvimento tera side muito mais restrifo e pro-
va-mrmen:e: leria seguido em outra diregdo. Ao menos o répido desenvolvimento
0a malemadtica pura leria enfrenlado obstdcuios maiores se & relativamenie
“desinleressada” formagde de professores ndo livesse sido predominante em
relagdo & formagdo tdcnica® (ECCA RIUS, 1974, p. 91),

) .DE fato, minhas pesquisas sobre o desenvolvimento da matemalica na
Prussla_muslmram claramente que a profissio de professor de matematica nas es-
colas nao representava apenas a base social da matematica das escolas superio-
res, _n'_nas lambem a base metodolégica para o desenvolvimento do conteudo da ma-
tematica pura (Cf. SCHUBRING, 1983). Em particular, o tipo de publicagéo dos pro-
gramas escolares mostra (SCHUBRING, 1986c) a enorme contribuicio que os pro-
fessores de gindsio, na Prissia reconhecidos como “cultos”, trouxeram para o avan-
¢o da reflexdo bésica e para o esclarecimento dos fundamentos da matematica,

As pesquisas sobre a relagdo entre o ensino e a ciéncia que assumiram esla
nova abordagem Tatam&ircmhistﬂr[:a s8o, sob diversos pontos de vista, significa-
tivas para a questdo de uma adequada concepgdo de desenvolvimento:

- antes de_ mais nada, elas mostram que as aulas e o ensino influenciaram o
desenvolvimento da ciéncia e que, por isso, estas dimenstes devem ser le-
vadas em conta para a compreensao da histéria da malematica.

- S_imultanaamanta. elas mostram que as rupturas e os recomecos na his-
téria da matemadtica decorrem, em grande medida, de mudangas epis-

ter;:;:_rldglcas que 580 expressio de mudangas no contexto do sistema ci-
entifico.
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- E, linalmente, as analises de orientagao didatica do desenvolvimento da ci-
éncia fornecem meios e categorias para o exame mais detalhado do préprio
processo de desenvolvimento.

Particularmente, as duas dltimas teses buscam a inclusdo da subjetividade do
aluno e do cientista na analise ledrica. Para esclarecer melhor estas duas Gltimas te-
ges, gostaria de percorrer um aparente desvio e discutir duas teorias didaticas que ad-
quiriram grande significado na didatica da matematica como pontos de partida da ana-
lise do “subjelivo” para, a seguir, devidamenle adaptadas, usd-las na analise de cam-
pos conceltuais histdricos: trala-se da teoria dos “erros” & da leoria dos "obstlaculos™

4, Erros dos alunos

Ha cerca de duas décadas, tanto na didatica alema quanto na americana, os
erros dos alunos vém constiluindo drea de especial interesse da pesquisa. Aos pou-
cos, reconheceu-se que os erros ndo sao apenas expressio da incapacidade subje-
tiva, falta de atengdo etc., razdo pela qual também nao podem ser evitados apenas
através da repetigao ou de cuidados disciplinares relativos a atengio do aluno. Em
1979, H. Radalz resumiu da seguinte forma a situagao da pesquisa acerca do erro:

“Os erros dos alunos na aula de matemalica nao 530 simplesmente consequén-
cia da ignordncia ou acasos situacionais, decisdes erradas dos alunos ndo nas-
cem, como se imaginava no inicie da teoria behaviorista do ensino, priori-
tariamente das insegurangas, dispersdo ou condicionantes ocasionais. Erros de
alunos sdo multo mais o resultado ou o produto de experiéncias anteriores nas
aulas de matematica. Considerando os conhecimentos alualmenie disponivals
sobre a pesguisa acerca do erro, pode-se constatar que os erros de alunos:

- 840 causalmente delerminados e muitas vezes sistemdticos,

- sem a agdo do prolessor sdo persistentes podendo perdurar ao longo de va-
nos anos escolaras, - sdo andlisdvels e descrtiveis como écnica de erros.

- podem ser reduzidos, quanto As suas causas, a deferminadas dificuldades
dos alunos na apreensdo e elaboragdo de informagdes no processo de apran-
dizagem da matemdtica ou entdo a problemas interacionais com relagio as
varidvals que intervém no processo de aprendizagem da matemdlica (profes-
sor, curricule, alunos, melp-ambiente escolar...) Erros de alunos sao imagens
de dificuldades individuais™ (RADATZ, 1979, p. 57).

Por importante que seja ndo simplesmente declarar defeituoso o processo de
Pensamento do aluno, mas antes pesquisar as estralégias intelectuais dos alunos,
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de outro lado, corre-se o risco de excluir e declarar como objetive algo que pode ser
uma varidvel dos erros de alunos: o conhecimento em si mesmo. Na investigagdo dos
erros & bem possivel que se busque as causas dos erros dos alunos fora dos alu-
nos, por exemplo, nos professores. Mas o conhecimento matematico & considerado
!ants_: da er-ms dos alunos quande muito na medida em que podem existir defeitos na
sua insergao curricular. Caracteristica dessa forma de ver é um trabalho de H. =D
Gerster no qual ele expde o resultado de amplas pesquisas sobre erros de alunos: I

“Certas caracteristicas das larefas (isto 6, certas exigéncias de conleddo das
rgmras. -} provocam nos alunos determinados modelos de erros...a freqién-
cia qgsses modelos de erros aponta para correspondentss lacunas no desen-
vu{wmenfn do ensing - tante em manuais de ensino quanto na execucdo de
unidades de ensino através do professor” (GERSTER. 1984, p. 56).

o Em Interpretagdes desse tipo, que realgam lacunas curriculares, em geral sa-
naveis, como causa de erros, coloca-se a matematica como saber objetivo, emitin-
dn-sa’qua o proprio conhecimento pode conter problemas Bpistamuli&gica's ou de
cun?euda nao explicados que um professor experiente talvez nem perceba, mas nos
quais alguém nao-iniciado pode tropecar. J& nos anos 50, Karl Menger a]er'lou a res-
peito de_tais fontes de erro nos seus magistrais arligos. Why Johnny hates Math
Gulliver in r-'?a Land without One, Two, Three, e Gulliver in Applyland, sem, no enlanw'
Mmerecer maior atengao por parte da ciéncia e da didatica® .

, _Significati\ramenta. € exatamente sobre esta dimensio de problemas episte-
I'I'IEIJFIQII:EIS internos nao esclarecidos da malemalica que recaem as exigéncias do
ensino :arnc.r impulso para o desenvalvimento da matemalica ou mesmo como rup-
tura com Opinioes até agora aceitas. O filésofo francés Destutt de Tracy descreveu
a_sta efeito de forma plastica no ano de 1801, ao final da primeira epoca histérica ini-
Clada na Franga em 1794, na qual a divulgagao geral do saber cientifico tornou-se

1" 1L pB‘IJEIIGIE ﬂE |ed|g| {!hl'aﬁ

i x

Freqjunnremanre. nolta-se, quande se pretende representar um fato simples,
que ele exige, antes, novas observagdes, e, examinado com mais cuidado, ele
s& apresenla desde um ponlo de vista completamente novo: Ouiras vezes sdo

3.Co »
a:ru';::uf;:;iim?mms Mnnga_r refere-se & indistingSo entre luncio e valor de fungidc, & confusdo
gnificados do conceilo de varidvel & a relaghes ingxplicadas entre ndmerns @ grandezas
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as prdprios principios que devem ser retrabalhados, ou a gente deve, para
relaciond-los uns com os oulros, preencher indmeras lacunas: numa palavra,
ndo se lrala apenas de divulgar a verdade, mas lambém de descobri-lg" (apud
SCHUBRING, 1982b, p. 114)°,

Uma vez que o saber escolar & mais acentuadamente uma condensagao da
evolugdo historica do que o conhecimento resultante de pesquisa atual, podemos,
desde ja, considerar um primeiro aproveitamento produtivo da histéria da matema-
tica para a didatica: a analise de problemas técnicos ou epistemologicos do saber
malematico gue provocam erros por parte dos alunos,

5. Obstaculos

Retornemos, uma vez mais, para a concepgao didatica do erro. O nivel
epistémico dessa categoria, quase totalmente ausenle na pesquisa alemé e ameri-
cana, & notavelmente a principal caracteristica da pesquisa do erro na Franga, De
fato, 14 usa-se para a didatica uma categoria que, inicialmente, foi desenvolvida para
0 exame da histdria da cigéncia: precisamente, a ja mencionada categoria obslacu-
los epistemolédgicos criada, pela primeira vez em 1836, pelo filésofo G. Bachelard 2
usada com maior influéncia depois da nova edigio de 1975. A concepgio de
Bachelard foi ampliada por Guy de Brousseau para uma teoria geral dos obstacu-
los, num excelente trabalho de 1976 que foi reeditade de forma ampliada em 1983,
A teoria dos obstaculos serve para superar a atribuigdo dos erros a subjetividade dos
alunos, diferenciando, para tanto, trés diferentes tipos de distirbios de aprendiza-
gern segundo sua origem:

- Obstaculos ontogenéticos (as explicagtes de Brousseau sobre isso sao bas-
lante cursivas; ele tem em mente limitagdes num determinado momento ao longo do
desanvolvimento espiritual do individuo, p.ex., de natureza neurofisiolégica e remete
para a leoria dos estadios de Piage!)

- Obstaculos didaticos ou didactogénicos, ou seja, dificuldades que resultam
da concepgao de aula, do curriculo elc.

4. Citado segundo SCHUBRING, 1982b, p.114 (traduzido por mim, G.8.}, Por causa da Influéncia da doutri-
na sobra o desarvolvimento da ciéngia, nesta fase da relorma radical do livro diddtico (1784-1B00) ag
8xcepcional autor de livro didatico ara atribuida uma posicdo semelhanie & do inventor [compare
SCHUBRING, 1887, p.43).
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- Obstdaculos epistemolégicos (estes residem na natureza do conhecimento
matematico, razdo pela qual — segundo Brousseau - néo podem ser evilados, ja que
sdo constitulivos dos respectives conhecimentos; eles podem ser encontrados e iden-
tificados na hisloria dos conceitos) (BROUSSEALU, 1983, p.171 e 176 s5.).

O aspeclo especialmente interessante dessa concepglo consisle nas conse-

gléncias que a didatica lira da constalagao dos obstaculos epistemologicos para o
ensino.

Brousseau evitla conscienlemenie enunciar leses a respeito de uma tal con-
vaersdo valorativa enquanto houver tao poucos estudos de caso a respeito do efeito
dos obstaculos epistemoldgicos sobre desenvolvimento de conceitos matematicos;
preventivamente, porém, ele alerta a respeito de uma aplicagao do paralelismo
biogenetico (BROUSSEAU, 1983, p.194; Compare SCHUBRING, 1978, p. 192 s5.).

Dai decorre, como mais uma exigéncia da didatica ante a historia da matemati-
ca, a detalhada reconstrugdo do desenvolvimento histérico de campos conceituais. “De-
talhadeo” significa: ndo devem ser apresentadas apenas as contribuigoes dos “grandes”,
senao que devem ser averiguadas também as controvérsias em todas as suas relagoes
contemporaneas, para, dessa forma, entender as conotagdes conceituais, o alcance al-
mejado da solugdo de problemas e as epistemologias subjacentes. Um exemplo de uma
tal reconstrugdo € o conhecido estudo de caso de Lakatos (LAKATOS, 1976).

O programa de Brousseau incentivou na Franga o surgimenlo de varios estu-
dos que examinam dificuldades de aprendizagem na parspectiva descrita. Gostaria de
mencionar aqui dois desses estudos: A dissertagio de Bernard Comu (CORNU, 1883)
a respeito dos obstaculos na aprendizagem do conceito de limite na Analise e o tra-
balho de Colette Laborde (LABORDE, 1985) sobre as concepgbes dos alunos a res-
peito de conceitos geométricos basicos (ponto, reta, segmento de reta). Ambos os es-
tudos encontram nas respostas de alunos de hoje elementos de solugdes que ao lon-
go da historia foram dadas por matematicos. Em ambos pode-se reconhecer a tendén-
cia de estabelecer um paralelo enire o desenvolvimento de conceitos matematicos
como caminho do empirico ao abstralo e ¢ progresso intelectual dos alunos. Contu-
do, estes estudos evitam generalizagdes uma vez que, num caso, a hisldria do con-
ceito ainda néo foi suficientemente pesquisada e, ne outro, a fonte historica, os velhos
manuais de geometria, sdo descoberlos apenas aos poucos.

Gostaria de apresentar agora alguns resultados de um abrangente estudo de
caso de minha autoria a respeito da histdria dos nimeros negativos (ver SCHUBRING,
1986 a). De fato, este estudo revelou uma grande quantidade de indicios a respeito
da eficacia de representagdes epistemolégicas no desenvolvimento da matematica.

Meu objetivo era examinar se, partindo do uso de nimeros negativos por
Viéte e Stevin, reaimente podemos falar de um reconhecimento nao-problematico
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aros, como se ouve dizer por parte dos matematicos. Para 1anta, exami-
B ;e conceito na Franga, na Inglaterra e na Alemanha — os trés pal-
na época, tinham as maiores comunidades de matematicos = desde a se-
g de do século XVIII. As principais tontes nas guais me baseei foram Iwrns-.
a2 me!a_l &tica e algebra, além de monografias e artigos de revisias. Encantre:
M ij debate sobremodo amplo e intensivo sobre o status dos numeros
e H?Bnaiwas também claras diferengas nacionais a respeito do reconhecimento
negatwcﬁ_. gros como legitimos conceltos matematicos. De passagem lembro que,
dessaslm;rtr; da segunda metade do século XVIIl, eslas di[erenqas_ahrangmm
o F?n ementns tanto de rejeigdo quase absoluta na Inglaterra, de anjbwalénci? Ts.
pusmmnauanm de clara aceitacdo na Alemanha. Estas atitudes refletiam ; pﬂsl¢_ﬂﬂ
Zralnf:s:pzctivas comunidades matamética}ﬁ_cnmu um todo, uma vez que & época ain-
da niio existiam comunidades de matemética escolar.

nei o status des

As posigbes antagbnicas podem ser, grosso modo, HSSEI"I-'I camme”x'ad?; :Hh::.
glaterra, sem divida no contexto da filosolia do “common sense, a sybtra;aﬂ ic e
tada aos casos “exeqgliveis”, ou seja, o sublraendo nao podia ser maior que 2 mmu.:a{ms
2 negava-se absolutamente que equagbes de sequndo grau pudessem rlar uas
e, em especial, que existissem duas ralzes quadradas de um mesmo numero.

Na Alemanha, certamente com base num cﬂrmspanm:.-.nle supore hicsﬁhc-;::;
ndo havia reservas com relagéo a formagao abslratg da_mncmtas. SBr‘!‘I um manll i:.a
correlato material (“substancia”). MNeste pais havia 5|du.desenvnliwdal _uma : hie
fundante propria, a “teoria das grandezas opostas”, q_ue derivava da filosolia, e rzﬂ 2.;..“
eram especificadas as condigdes da mutua superagao de grandezas. De aco o
isso, uma série de livros diddticos incluiam, antes mesma de tratarem E:Ias operagd :
aritméticas basicas, um capitulo sobre grandezas opostas ou sobre simetria erndge
ral. Em decorréncia dessa possibilidade filosofica, segundo a gual grandezas podem
ser opostas com relagdo a uma qualidade &, se re'lar:iufnadas. podem ?nular-lse_trn:-
tuamente. foi introduzido um conceito geral de subtracao o q_ual "_‘50 If:cava limita ;::
ao caso de o sublraendo ser menor que o minuendo. Na segiéncia disso, desenvol-
veu-se na Alemanha um debate de fundo no qual, ja antes de 1801:1.. se chfxmaua ate.n-
¢do para a especificidade das leis das operagies paralcada dominio de nume"ﬁqtrzlz
tinguia-se claramente entre o sinal de operagao e o sinal que_pmneda um ?u u .
entre o conceito empirico de grandeza e o conceito puro de nimero, de tal nilm?a q
o professor do ginasio de Danzig, W.A.Forstemann, pode desenvolver, em 1817, uma
teoria matematico-formal dos numeros negativos (FORSTEMANN, 1817).

Mais interassante ainda foi o debate na Franga: de um_ lado, por Eaif"r'.a 4
posicionamento dubio em virtude do qual confrontavam-se diferentes posiciana-
mentos basicos, e, de outro, por ter ocorrido neste pais, em torno de 1800, uma rup-
tura no reconhecimento dos numeros negativos e um giro para a sua negagao. Re-
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presentativos da posigdo ambigua sdo artigos da famosa Enciclopédia: O artigo
“Négatif' de d'Alembert rejeitava os nimeros negatives como solugio da equagio
de algum problema. Uma tal solugio negaliva isclada exige, segundo d'Alembent,
uma reformulagdo do problema que esta na base da equagao. O conceito tedrico,
em vias de surgimento, encontra-se aqui em contradigdo com as inlerpretagbes quo-
tidianas tradicionais, ainda dominantes, de termos matematicos. De oulra parle, num
outro artigo da mesma enciclopedia, 0s nimeros negativos sao admitidos como equi-
valentes aos positivos e designados como “menores que nada”, uma representagao
gue d'Alembert havia considerado “absurda”. Depois de 1800, aconteceu um giro
empirico na filosofia francesa que foi transposlo para a matemadtica por Carnot: ele
negou que a algebra tivesse qualquer fungao autbnoma, apenas admitindo a pos-
sibilidade da tradugdo de conceilos e asser¢fes geometricas, ndo porém uma ge-
neralizagao que fosse além disso. Esta fixagao empirico-geomeétrica dos conceitos
matematicos basicos alcangou uma aceitagao generalizada na Franga a parlir de
1800, rompendo a relativa aceitagdo dos nimeros negativos até entio vigente. Esta
ruptura pode ser facilmente comprovada pela brusca mudanga nos lexios das edi-
¢oes dos livros didaticos de dlgebra de Lacroix. Esta mudanga ndo aletou apenas
a drea escolar que se firmava nesta época, mas também os livros diddticos da es-
cola politéenica que definiam como absurdas as solugdes negativas isoladas®,

Um dos efeitos mais notaveis dessa naoc-aceitagdo foi, na Franga, a separacao
radical entre algebra e aritmética que persistiu alé ha poucos anos atrds: a aritmélica
ocupava-se exclusivamente dos ndmeros positives, ao passo que 0s numeros nega-
tivos foram introduzidos a partir da segunda metade do século XIX, na algebra, a qual,

. porem, se destinava as séries mais avangadas das escolas superiores.

Agui apenas podem ser mencionados alguns resultades do estudo de caso para
os obstaculos epistemolégicos e para a didatica. Um primeiro resultado foi que a fa-
mosa regra dos sinals (menos por menos igual a mais), que também fei considerada
pela beletristica um objeto especialmente misterioso®, niao chegou a ser um problema
no desenvolvimento da ciéncia; constituiu-se muito mais um obstaculo de carater di-
datice: teve como efeito que os professores construissem uma imagem da matema-
tica segundo a qual esta ciéncia tem condigbes de provar todas as suas proposigies
- razao pela qual os professores também sempre tentaram provar a regra dos sinais.

5. Por exemplo, num liveo diddtico muito usado de L.B.Francosur (Cours compléie de mathdmaligues, tomo
I, 1812). Por essa razdo, & lambém notdvel que Cauchy tenha considerade necessarno olerecer pratl-
camanie um ourso intensivo de digebra elementar no anexo |, “nole sur fa théarie des quantités positives
al négatives”, do sau lamosa livro diddtico “Cours d'Analyse™ (1821},

6. Em conferdncias a cientistas da drea de ciéncias humanas pude consialar que especialments & regra dos
sinais Ihes ficara na mamdria como incompraensivel.
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naturwis i
intimeras contribuicoes a pa
fundamentes da matematica e rec
sada tese de que a regra dos sinais era um

Sa muito a contragos
do, o obstaculo didalico

Assim, nos anos de 1883 e 1884, a Revista Zeitschrift far muremarfschan und
senschaftliichen Unterricht promoveu um debate extremamente an1mad=_:= com
rir da posigac de um professor, com moderna iorma_(;an em
recém egresso da Escola superior, que defendia a ou-
a convengdo e ndo podia ser demonstrada.
to toi, finalmente, aceilo o falo da n&o~damnnslrabi1idada. (:m.nluh
da regra dos sinais representa, de fato, um manifesio obstacu-
num exemplar do livro didalico de Carlo Bnuﬂgt.
de 1896 (um dos primeiras livros didaticos I‘ranc.eses com uma nj:talvalmsnteecf;a”::
trodugio aos nUmeros negativos, na qual tambem & regra dos sinais _aparntc:az apuiSi‘
tamente COMO uma convengao), no qual a tabela com as regras dos sunm? f 8

vel marca dos dedos de alunos que buscavam superar este percalso (Ver figura 1) .

lo para o aluno, como pude constatar

Convention. — n désignant un nombre algébrigue, le syu.:ﬁﬂﬂ'-l; a
représente aussi ce aombre et le symbole — o représente le nombre

édgal et de signe conlraire @ a.

SKEMPLES ©

+ (44 =+ &
— (43 = — 37
4+ (= 2)=—12
—_(— )=+

Célte convention peul encore s'énoncer ainsi: deur xiynr:sicunsr-
cutifs équivalent ¢ un signe wiique qui est le signe 'I".'Jf". le sé?n-; —
suivant rjue lex deux signex sonl les mdmfw o sonl conlratres. c.*: ce
quon appelle la régle des signes qui s¢ résume dans le lableau

suivant :

| ++
|+ 1+
| +

s
¥

\Q-

-

Figura 1: extraida de um exemplar para aluno de Bourlet (1896}, p.2

7. Ests exemplar do livro de Bourlel encontra-se na Bibliothéque Ste.Géndvieve, Paris. Os muiios
trabalho mostram que o livro fol efetivamente usado por alunos

sinais de
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Alem disso, os nimeros negativos colocavam em questao elementos essen-
ciais da arquitetura e da filosofia da matematica, O reconhecimento desse novo do-
minio de nimeros nao & apenas uma questac de avango técnico como, por exem-
plo, na diterenciagdo entre um ndmero e o seu valor absoluto ou entre os sinais
de operagdo ou o sinal que precede um nimero. MNeste sentido, & de fato compre-
ensivel uma resisténcia epistemolégica: a matematica havia sido entendida ata
aquele momento como “a ciéncia das grandezas”, sendo que grandeza — com seus
elementos de ‘grandeza discrela’ e ‘grandeza continua' — era um conceito basico
que envolvia toda a matematica, sendo aplicdvel em todas as sitluagbes. O conceito
de numeros negativos, no entanto, implicava nao apenas uma outra compreensaon,
nac-empirica, da matematica — na medida em que ndo lhe correspondia nenhuma
‘realidade direta” do mundo material — mas também colocava em questdo a tradi-
cional arquitetura univoca da matematica. Isto porque, os acima mencionados as-
pectos técnicos dos nimeros negativos, implicavam uma transigao do conceito ge-
ral de grandeza para o conceito abstrato de numero. Este conceito abstrato de nii-
mero nao pode ser mais usado como fundamento da geometria e, por isso, colo-
cava-se de forma ineludivel a questao acerca do Posicionamenio mituo da aritmé-
tica/algebra e da geometria: se estes dois dominios devem ser dispostos um ao lado
do outro (com a conseqgiéncia da falta de conceitos basicos comuns) ou se uma
disciplina dave ser entendida como Preposta a outra. Muitos autores — partindo de
uma perspectiva cultural e educacional — quiseram evitar a assim anunciada pers-
pectiva do programa de aritmetizagéo, segundo o qual a geometria viria a ser uma
aplicagdo da matemadtica e da algebra,

Em conseqiéncia disso, por mais importantes que sejam os fatores episte-
moldgicos para o desenvolvimento da matematica numa ou noutra diregdo (o con-
cello dos nimeros negativos teve conseqoéncias significativas para outros domi-
nios da matematica), os numeros negatives ndo podem ser tomados como de-
monstragao positiva da eficdcia dos obstaculos no sentido de Bachelard. Para
Bachelard os obstaculos epistemologicos 1ém um cardter normativo: eles repre-
sentam etapas do progresso intelectual necessario da humanidade em dire¢io a
um dominio sempre cientifico-racionalista do mundo. Quem ndo superou algum
obstaculo &, portante, alguém que ficou para tras, Agora pode-se afirmar com se-
guranga que o conceito univoco de grandeza, no sentido de Bachelard, foi uma
“generalizagao precipitada” (BACHELARD, 1975, p. 66) que impediu interessan-
les dilerenciagdes como, por exemplo, o conceito de fungéo e de varidvel. De outrg
lado, aparece muito claramente em Carnot que epistemologias alternativas lhe sdo
conhecidas e que ele faz uma opgao consciente. Pgnso que uma tal escolha nao
Pode ser assimilada & nogdo de obstaculo no sentido de Bachelard. Parece-me
antes essencial assinalar que nao existe uma generalidade total no sentido de
Bachelard: o desenvolvimento de conceitos ocorre no interior de determinados
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s sociais, sendo influenciado pelos respectivos contextos culturais. Por esta
QWE: tamhérn. nio existe uma absoluta simultaneidade ou paralelismo no desen-
razao,

volvimento de conceitos em diferentes culturas.

Ademais, o falo de Bachelard excluir a malamaliga de sua ané.1i5e da evolugao
de erros para a verdade, declarando-a as;ancialmgnla livre u;_:’a BIros {|d_em pl. 25}.f!un-
damenita-se no seu ponto de vista normative: seguindo a tradigdo do racmnahsm_a ran-
cés, ele entende o progresso da ciéncia cun:lcf um progresso 1?3 sua malemat:za:;a_o
e realizacdo dos ideais da “clarlé” da matematica. Por mns?gumte. sendo a matema-
tica a medida ou a norma do desenvolvimente das outras ciéncias, ndo pode ter par-

te das fraguezas de seus progressos.

6. Erros na matematica?

Como |a apresentei ponlos de partida para a andlise de erros na :lif.iética. a
posicio de Bachelard oferece-me a oportunidade de passar para a relfi_exau‘ sobre
erros na ciéncia malematica. Como foi mencionado, parece gm geral :mmagl_nauel,
no contexto da filoscfia quotidiana de hoje, admitir a possibilidade de erros_nmpur-
tantes na histéria da matematica. Noutras épocas, esta questdo parece ler sido lra-
tada de forma mais serena. Assim, Gebhardt destacou no seu nmpurtah_'lt.e ltalat:!n so
bre a historia da matemalica, na parte referente ao ensino da matematica, o _s.lgnm-
cado metodoldgico de erros os quais, ao contrario, no contexto .de concepgoes _de
desenvolvimento continuo, so mencionados apenas como casuais e breves desvios
no caminho da necessidade histdrica.

“*Com a prova histdrica que lambém na matemdlica verroe a r:afnrovérsia 1ém
sua fungdo e significado, desaparece em grande parie aquele aiiusnm que a se-
para de ouwlras cidncias, especialmente das ciéncias nalurais” (GEBHARDT,
1912, p. B3).

Por erros ele ndo entende “agueles que podem ser cometidos por QUz_quuar
um que se ocupa da matematica... mas muito mais... agueles... que 559 Erbpfnos de
toda uma época, conferindo-lhe uma marca prépria” (idem). Elm oposigac direta a
Bachelard, Gebhardt €, portanto, da opinido de que épocas inteiras End_&m estar ca-
racterizadas por erros. Como exemplo, ele menciona a prova de Leibniz, assumida
por Euler, de que a série 1-1+1-1+... tem o valor limite de 1.

De gualgquer forma, na virada do século, lidava-se de forma despreocupada
com erros: ndo sd foi fundada, em 1896, uma revista chamada Schilerfehler ('Erros
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Infantis’)", a qual examinou, com intencgio lerapéulica, os erros de criangas, também
a ciéncia nao foi poupada: assim, em 1804, E. Maillet sugeriu a um dos editores da
revista francesa "Lintermédiaire des Mathématiciens™ que publicasse erros de ma-
temalicos famosos:

"Il serait intéressant de former une collection des erreurs comises par les
mathémaliciens renommes {propridtés netterment inexactes, démonsirations
fausses, erreurs de calculs, etc.) ou de leurs avis contradictoires™ ",

O apelo nao tinha nenhuma intengdo de dendncia, mas de autoreflexao. Os in-
formes publicados a partir de entdo constituem a fonte de uma interessantissima co-
legao de erros publicada em 1935 a qual, no entanto, parece ndo ter encantrado, alé
o momento, qualquer repercussdo na discussao da histéria da cigncia ou da didati-

ca. Esta colegdo foi publicada por Lecat, um matematico especialista em calculos de
variagbes (LECAT, 1935),

A colegdo — que também néo tinha como inlengdo a denuncia mas a reflexao
— menciona cerca de 500 erros de 330 matemadticos. Entre eles encontram-se varias
figuras periféricas, mas também matematicos importantes. Lecat constata que existiu
apenas um grande malemdlico que nunca havia cometido um erro. Esle matematico
era E.Galois. Por esta razdo, Lecat lhe prestou uma homenagem na colegio'™,

Seria particularmente importante para o mela-saber dos estudantes de magis-
terio que a imagem da matematica fosse *normalizada’ através da histaria da mate-
matica, no sentido de Gebhardl, para livra-la do atual culto tecnolégico de elite. Esta

poderia ser uma contribuigio contra a ideologia de que tudo é possivel de ser reali-
Zado tecnicamente,

8. Esta rovista foi edilada a panic de 1806 pelo Dewtscho Verein zur Farsorge Idr jugentiichen Psychopathen
& a Gesollschalt for Hellpddagagik. Do 1908 a 1944 ala lol editada com o titulo Zeitschrilt 1Gr
Kinderfarschung. Além disso, loram edilades varios cadernos complamantares

8. Em: Lintermédiaire des Mathématiciens 11 {1804), p. 285. A revista publicava parguntas-problema @ res-
Postas-solugdo.

10. Num anexo, Lecal descreve o affaira respeilo da lalsilicaghio dos auldgralos, an qual estava exposio o
histonader da matemdlica e gedmeira M.Chasles & Quo manleva a academia parisianse am suspense palo
periodo de dols anos (1867 atd 1869), & que chegou a ofuscar & affalr om lorno dos didrios de Hitler, ponio
de partida loram canas de Descares a Pascal que Chasles apreseniou & Acadernia, segundo as quals
nem Leibniz nem Mewlon, mas sim Pascal, taria desanvelvido o cileuln dilerancial. Chasies buscava con-
tomar as dividas a respeito das evidentas contraditoriedades antre as cartas com o aprasentagio de sam-
Ppre novas e sompre mais anligas cartas {que Ihe eram lomecidas por um faisilicador de assinaluras, mais
tarde condenado). Embora as contradicies enlre as “provas” crescassem sampre mais, Chasles apanas
5e dau por vencida quando uma carta de Jodo Balista a Jesus, que estava escrita em lrancés, oo
definitivaments patente a fraude. Vor a respeito (PISKO, 1870).
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Para aqueles a quem a persisiéncia de “arr_us" na avaliagao da cuvvergﬁn::a
de sérigs parecer demasiado pré-histdrica, quero citar um exelmpln de persisléncia do

%1% trata-se de Legendre e suas demonstragdes do axioma das ;J?ratelas. Nas
e rimeiras edigbes de seus Eléments de Géomelrie, Legendre publicou, a partir
E:If?ga, cinco demonstragdes diferentes do famoso axioma._ Mo seu Tratado paéa a
Académie des Sciences, de 1833, Legendre passou em revista as dﬂ_rnunstrau; EI‘S:
declarando apenas duas como ndo rigaresas. Enquanto n::-rutms teriam licado conten
{es com uma demonstragdo apenas, Legendre ndo s6 aflrmgva dispor de _tr&? _?u‘;no
acrescentou outras trés demonstragbes: ao todo, portalntn. seis damunslr:i-;nﬂs. odas
as demonstracdes suplementares de 1833 usam o método da comparagao f:le sy}:rar-
ficies infinitas (ver SCHUBRING,1982a). Nao posso apmiun_dar aqui a analise, ;Fa re-
alizada em outro contexto, da aceitabilidade das demonstragoes de L_egendre na Fran-
¢a, o que fica claro pelo fato de terem sido publicadas pela Ar._:adé_maa_ ﬁ.q:fenas quero
lembrar que na Franga dagquele tempo existia uma nolc‘lwel aceitagao positiva de gran-
dezas infinitas, de modo que também nédo existiam maiores reservas com relagdo aos
métodos de demonstrag@o de Legendre (ver SCHUBRING, 1986b).

Com as demanstragdes de Legendre do axioma das paralelas, acabo de men-
cionar um segundo exemplo da especilicidade nacional e cultural do rigor matemati-
co, segundo a qual assergdes e leorias que sdo reconhecidas como parte do saber

: = Iy -
matematico no interior de uma cultura, numa cullura estranha sao rejeiladas como nao
matematicas.

7.— e uma resposta social-construtivista

A relagao aqui tematizada entre erros de alunos e erros de cienlistas deve ser
malhor fundamentada através de uma tese que, por enquanto, ainda tem um cnréte‘r
um tanto especulativo: faz parte da légica do mencionado desenvnl:vimenln da pesqui-
sa de erros que, no construtivismo social, tal como foi desenvalvido chr Be_lue.rllsfﬂld.
Krummheuer e Voigt (ver BAUERSFELD e outros, 1983), e para os quais o _sugmhcadu
e o sentido de conceitos somente se conslituem na interagdo social, os assim chama-
dos erros de alunos néo sejam mais caracterizados como “erros” quando eles se en-
quadram numa estratégia reconhecida pelo seu grupo social. No ﬂntzlm'to. este
construtivismo deve responder 4 questio de como podem coexistir o ralamrlfarnu_ $0-
cial e a objetividade atribuida & matematica'’. Do contexlo das ub&awaqﬁesd histdricas
apresentadas, surge a tese de que esta objetividade ndo existe e que também na ma-

11. Na concapgdo construtivista de fundamentagdo psicoldgica, coma foi representada especialmenta por
von Glasersfeld, ndo existe resposta satislaldria a respaito da “ceripza® do saber matematico *’*_“'
clamiio a respelio do cardter dedutivo-hipotético da matemitica Implica numa acepgdo unilateral do objata
da matematica (ver GLASERSFELD, 1987, p.18-21),
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tematica, enquanto ciéncia, os significados dos conceitos sao estabelecidos socialmen-

te ¢ que a imposicio de leorias e epistemologias ocorre, inicialmente, no ardenamento

de um conltexta cultural. Ou seja, existe um Sujeito social na histéria da matematica: a
comunidade social dos matematicos, a qual, por exemplo, é comum uma epistemalogia
marcada por um delerminado ambiente cultural (pelo menos até certo ponto).

A tese pode ser comprovada, per exemplo, ali onde se encontram duas cul-
turas com diferentes concepgiies de conhecimento. A transmissdo de conhecimen-

tos matematicos de uma cultura para outra permite, pois, estudos da caso a respei-
to do contrutivismo social,

Existe um tal estudo de caso a respeito da transmissao do campo conceaitual
das fragbes decimais da matematica indiana para a matematica drabe que parece.
confirmar a minha tese (ABDELJAQUAD, 1978). Os nimeros entre nés conhecidos
como arabicos, como lambém o zero e o sistema decimal, vém da matematica Irvcii-
ana. Tanto arabes quanto gregos, ao contrario, usam, inicialmente, letras do alfabe-
to para designar nimeros. Verificou-se que aqui o sistema arabico mais antigo tem
sua origem no sistema flenicio das letras/nimero. Entre os arabes estavam em uso
duas tradigdes distintas de fragées: o sistema babildnico sexagesimal e as fragoes
unitdrias egipcias. Na época aurea da ciéncia arabe, entre os séculos Vill e X, os ng-
meros indianos e as fragdes decimais n&o obtiveram reconhecimento e um excelente
livro didatico, escrito por Al-Uglidisi no ano de 952, Que apresenlava estes novos
ensinamentos, foi esquecido e redescoberto apenas em 1966 (SAIDAN, 1966). For-
tes demais eram ali as resisténcias contra a concepedoe indiana de matematica, como
deixa elaro o savern luizo de Al-Biruni do século X|:

"Os indianos ndo tém fildsofos como 05 Qregos 05 quals apresentavam nos
Seus escritos o objeto de forma puramente cienlifica; eles ndo produziram qua-
se nenhum livro que nao fosse uma colcha de retathos nas quais se mistura-
vam em folal desordem todos ps tipos de crengas populares. Entre &les rai-
nava o espirito da auvtoridade. Eu a5seguro, por isso, que os seus livros de
cdiculo e de matemstica so podem ser comparados com montes de pedras nos
quais se encontram cacos de cerdmica ou com pérolas mistura das a0 esiru-
me de cameld” (apud ABDELJADUAD, 1978, p.14).

Alem disso, existiam também epistemologias especificas de cerios dominios
totalmente contraditérias: nao 50 0 Zero ndo era reconh
bém o um, uma vez
de & ela mesma nag
XV, os numeros indi

ecide como nimero, mas tam-
que os numeros eram apresentados como multiplos da unida-
era reconhecida como nimero (idem p. 15). Apenas no século
anos e as fragbes decimais foram reconhecidos pelos arabes,
mas as tradicoes mais antigas permaneceram em uso aié final do século X%
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8, Transposigao diddtica

Um outro dominio que permite interessanites estudos sobre au forma d: tn:u-

de grupos sociais como sujeitos da produgio ou translunl‘naq:lau de saber €0
e gl rizagdo do conhecimento matematico. Embora a didatica do conteudo
s il aa'.imam;t!is: pesquisa da elementariza¢do represente uma das mais antlga_s
e pmﬂ:.u diddtica da matematica, surpreendentemente, ndo existem, que eu sai-
1rﬂﬂl*§ﬁﬂci des ledricas abrangentes a respeito desse programa, se_néu se levarem
i cl.::lr;razgn o livro de Lenné [LENNE, 1969), o qual, no entanto, foi cgn_cebldo r:-::_m
Frl:::: ao critica. Tanto mais importante torna-se agora o livre do especialista francés
f&rn dfdaiica da matematica Chevallard (CHEVALLARD, 1985).

O estudo examina os processos atravé§ dos quais o sal‘nm: c_ientif:co é'"?:::
formado em saber escolar e representa, purl iss0, umal curﬂnhulqau e?sr;:é?dade
bre os fundamentos da didatica, a qual examina pela primeira vez :m p‘u i —
o processo da elementarizagio do saber. Nesle momento, esta obra rf?u I-Jna e
apreciada, razao pela qual limito-me a fazer pgnas uma nbsewagan c;n u;.s:i_am e
cepgéo de transposicao de Chevm[ard‘nlﬁawmr savant | sabilzr cientilico e
pre uma fungdo proeminente: ela é a unica fonle det conhecimento novo : :ma_
disso o saber novo transita para outras formas s-?-lt:ims do saber como, :n ex., °
tematica escolar. Um modelo tao limitado e unllmuar corresponde nao apm::.:ns
imagem inicialmenle citada de Kuyk, mas também vai de encontro a n?niraesnuma
histéricos a respeito da produglo do saber: segundo estes estudos, existemn, oo
dada sociedade, varios grupos mantenedores de saber, muitas vezes s.lepalra ua
enlre si, que, ao mesmao lempo, produzem e difundem sat_mr novo. Adi :SEID eu.
aceitagd@o do saber por outros grupos depende de mecanismos sncEa: . efnleia-
ciagao. Por exemplo, na Prussia do século XiX, os Flolassuras de gin :1'_105 HQ|NG
ram um desses grupos mantenedores que produziam saber (ver SC '
1983 o 1986 c¢),

9. - um exemplo: o primeiro livro escolar
de teoria dos conjuntos, setenta anos antes de Bourbaki!

£ precisamente a leoria dos conjuntos, considerada o exemplo padrafn :!a
introdugao de concepgbes cientificas na escola, que mustlra que a lransferunmla
do novo saber para o saber escolar nio precisa nuce.ssar:amﬂnta lomar o c-!:ImI-
nho da comunidade dos cientistas. Para minha prépria surpresa, nas pesquisas
que realizei sobre o desenvolvimento da matematica escolar no sé-.:u!u_ XX, de-
Parei com um livro escolar que ndo sd foi a primeira transferéncia didatica da te-
oria dos conjuntos de Cantor, mas que, ac mesmo tempo, propagava a recons-
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trugao radicalmente nova da aritmética e da dlgebra para a escola, sobre a base
dos conceitos da teoria dos conjuntes - setenta anos antes da influéncia de

Boubarki.

A andlise deste livro didatico e seu contexio exigem uma exposigdo deta-
Ihada que deve ser realizada num outro momento. Aqui ha espago somente para

alguns comentarios. Trata-se do livro: Friedrich Meyer - Efementos de Aritmeética

e de Algebra, Halle 1885". Meyer nasceu, em 1842, nos arredores de Kulm, fre-
glentou o ginasio de Kulm, estudou em Breslau e Halle, mas principalmente na
Universidade de Berlim, sob a orientagdo de Kummer. Em 1BE8, tornou-se pro-
fessor de matemalica no Ginasio de Halle, onde permaneceu, reconhecido e ad-
mirade como erudito e educador, até sua morte prematura em 1898, Especialmen-
te renomada era sua vasta cultura que ultrapassava em muilo o campo da mate-
madtica e das ciéncias naturais. Em 1894, recebeu da Universidade de Halle o ti-
tulo de Douter Honoris Causa, como reconhacimento pelo seu livro sobre a teo-
ria dos conjuntos'®. Cantor era um apreciador desse livro e o recomendava aos
professores de matematica'. Wilhelm Lorey — conhecido como historiador tanto
da mateméatica como do ensino da matematica — destacou com énfase os méri-

tos dessa obra no discurso que pronunciou na festividade do sepluagésimo ani-
versério de Cantor:

“(Meyer) foi um dos primeiros que reconheceu o amplo significado de suas idéi-
as. Numa época em que, lambém na nossa pdltria, 0 mundo cientifico rejeita-
va estas idéias, ele ja havia exposto com grande clareza, nos seus elemen-
los destinados a escola, 0s principais conceilos da leorfa dos conjuntos, re-
comendando ‘acaloradamente’ o estudo de seus escrilos aos professores de
malemdlica” (LOREY, 1915, p.273).

O trabalho de Meyer torna-se ainda mais significativo se levarmos em conla
que, em 1885, as idéias de Cantor a respeito da leoria dos conjuntos ainda néo ha-
viam sido apresentadas inlegralmente; na sua forma mais elaborada elas foram
publicadas apenas em 1895/96 (partes imporiantes ja eram conhecidas desde 1883).

12. Esta adigio es1d designada como segunda impressio; a primaira ndo pSde sor encontrada.

13. Agradeco ao Sr. H.Schwabe, Diretor do Arquivo da Universidade da Halle, pelas suas posquisas e infor-
magdes

14, Var (HOFFMANN, 1899, p.552), Numa caria a Bendixson, com quem Canlor trabalhou temporaniaments
sobre & looria dos conjuntos, Canlor manilestou, com relagdo ao livio da Meyer, ao lado de elogios a
Meyer comp pedagogo, reservas a respailo do rigor das provas (PURKERTALGAUDS, 1987, p. 132} - do
ponto de vista do clentista ambicioso, mas som restrigdes acarca do cardler inovador do livio,
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tra, concretamente, gue as idéias de Cantor foram para Mev_.rgr ape:jas o |_rnv
5 i desenvolvimento de concepgbes basicas que h& muito haviam sido
s parfi:;-. or professores de matematica. De fato, Meyer nao apresenta o con-
g n'urf;n como algo nove, mas como parte de uma tradicBo que remanta aos
O i Pessoalmente, também jé tive oportunidade de mostrar que néo ape-
gmgj':hzﬂfgihultz usou, em 1788, o conceito de conjunto na sua concepgao de in-
;:'ﬁu para distinguir os conceilos de grandeza e_da n.im_'neru {SCHL;E;HlNG 12:2:;:
mas gue na segunda década do século passad_u ja amstqam livros Hiu ; ;ﬁ:;sﬁq e
senvolviam a aritmética a partir de um conceito de conjunto (SC : :

p.189).

Além disso, o livro de Meyer @ também sobremodo inleressante como lorma
de disseminagéo das concepgdes de Cantor, pois, co_mo r!mstmu Walter Pu”.‘:ﬂ'u:
proprio Cantor néo havia licado surpreso com as antinomias dos cnnjum::s[,dl r:L -
astas Ihe eram ha lempo conhecidas, & também porgue penggvg ter e:;-:ls uido é
juntos inconsistentes através das suas definigdes. Em cartas qmgudas a.HI|bErl.1f an-
tor explicita que a sua definigie de 1895 (inclusao de det_ermujudﬂs gb]etos.dl eren-
ciados... num todo) exercia igualmente a fungiio de excluir comun;ag inconsistentes,
o mesmo ocorrendo com a sua definigao de 1883: “Qualquer multiplicidade pode sgr
pensada como um’ (PURKERT, 1986, p. 18ss.; ver tambem PLI.FIIK!ERTHLGAUD .
1887). E notavel também que Meyer tenha introduzido essa definicao de conjunlo.
de 1883, no seu livro didatico.

A respeito do contetdo do livro quero agui apenas :rbser.var que se trata de
um livro didatico elaborado de forma moderna e estrulurado axt?mallcamgnte. As-
sim, nas operagdes com numeros ja ancnnlramns_a s_nprqsgntaqau dos a:.mmas. dla
identidade, da comutatividade, associatividade e distributividade. O conceito de nu-
mero & derivado do conceito de conjunto e de poténcia.

Também o exame das influéncias do livro didtico de Meyer traz resultados
notdveis. Num primeiro momento, o livro parece ter deixado os colegas de d|_5{:|ph*
na mudos uma vez que nas trés grandes revistas — 0 Archiv far Murhsma_nk und
Physik, a Zeitschrift fir mathematischen und naturwissenchaftlichen Unterricht e 8
Zeitschrift fir Mathematik und Physik - que constantemente publicavam resenhas de
um grande nimero de livros didaticos de malemalica, ndo apareceu ﬁﬁ"humﬂ re-
senha. No entanto, ao final, obteve n&o apenas o reconhecimento de SINEBIos 6o-
legas de area como Max Simon (HOFFMANN, 1899, p.552), como tambem malilo -
pidamente propercionou aos professores de matematica o acasst_: a teoria de con-
juntos de Cantor (ver LIETZMANN, 1909, p.61). O livro de Meyer néo foi adotada ofi-
cialmente como livro didatico na sua escola, mas a intengéo do livro era "senvir aos
especialistas da mesma instituigio como base de atuagdo conjunta” (MEYER, 135,5'
p.ill) & diversas evidéncias indicam que Meyer o usou nas aulas das classes mais
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avangadas da gindsio (Oberstufen)” (por exemplo, MEYER, 1821, p. 28). Liatzmanrf‘
era cético quanto a possibilidade de se ensinar a teoria dos conjuntos como base
do ensino da matematica, como fica claro a partir de sua observacgio:

“infelizmente, ndo se pode depreender do livro, de que forma o aulor nele fun-
damentoy suas aulas"®,

Mas, de outro lado, Lietzmann admite que, no inicio do século XX, a leoria dos
conjuntos era considerada um objeto possivel de ensino na Oberstufe. Wieleitner, p.
ex., apresentou num artigo de 1906 sugestoes a esse respeito. Independentemente
da questido da ensinabilidade, ja naquela época, teoria dos conjunitos era consen-
sualmente reconhecida como conhecimente basico indispensavel para os professo-
res. A Enciclopédia de Matematica Elementar'®, de certo modo cldssica, inicia o pri-
meiro capitule a respeito dos fundamentos da aritmetica (no primeiro volume sobre
aritmética e algebra) com um item sobre “teoria elementar dos conjuntos”,

Considerando a rapida aceitagio da teoria dos conjuntos de Canlor palos ma-
lemdlicos e a discussdo a respeito de sua inclusdo ao menos como conleddo nas séri-
es superiores, coloca-se a questdo do porque “Bourbaki®, a parir dos anos 60, ter sido
considerado uma radical reorientagdo nas escolas alemas. Aparentemente, aquele mo-
vimento iniciade por volta de 1810 foi interrompido. As razdes dessa ruplura ainda néo
sdo conhecidas. Como primeira hipitese oferece-se a tese de gue o movimento por
uma renovagac da aritmeética e algebra com base na teoria dos conjuntos tenha sido
amortecido pelo movimento de muito mais poderosa encenagio, iniciado em 1902, a
favor de uma interpenetragdo geral entre o ensino de matemalica e o conceito de fun-
¢&o. Ponto central da discussao para os Ullimos anos do ginasio tornou-se o calculo di-
ferencial (sobre a encenagio do movimento da reforma, ver SCHUBRING, 1987 a).

10. Observagao final

Concluindo, gostaria ainda de chamar atencio para um ponto critico. Faram
apresentadas aqui numerosas provas a favor da fungao produtiva e impulsionadora

* Trata-se dos trés (iimos anos do gindslo quando os alunos esldo entre o 11% @ o 13 ano de escolanda-
de @ ldm entre 16 & 18 anos [nola do tradutor).

15, [LIETZMANN, 1909, p.61). Esla cbservaglo aplica-sa naturalmanie a todos os vios diddticos; a explanacio
requenda cabaria num tralado didatico, ndo num livio diddtico. Nao ha nenhum antigo de Meyer deste fipo.

16. A primeira ediglo apareceu em 1903, a lercelra ja em 1909,
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ara o desenvolvimento da matematica. De outra pf;lrte. parém: néo po-

os fechar os olhos para o fato de que da escmaltamhem pgtlerq impulsos
o tizantes e formalizantes que afetam o desenvolvimento da cléncia tal como
O ‘I:o jundamentalista de bases seguras. No entanto, pode ser uma Itamfa me-
2 ?x-aagﬂara a histéria da matematica descobrir aqueles pontos nos quais a busca
;:::triilczda de fundamentos se converte em formalismao.

do ensino p
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Modelagem matematica uma alternativa para o
ensino-aprendizagem da matemadtica no meio rural

Nilca Fdlima Scheaffer
Adriano José Campagnolio **

RESUMO: Este artigo relata uma pesquisa que envolve uma pratica de Mo-
delagem Matemadtica desenvolvida numa escola do meio rural, localizada
num municipio do interior de Erechim/RS, como alternativa ao ensino-apren-

dizagem da Matemaltica no 1° grau,

PALAVRAS-CHAVE: Modelagem Matematica; Ensino Rural; Ensino-Aprendizagem;
Problematizagao.

ABSTRACT: This paper presents a research effort that describes the use
of Mathematical Medelling in a rural school in the area of the town of Erechim,
in the state of Rio Grande do Sul. The descriplion presants Mathematical
Modelling as valid alternative tor teaching-learning Mathematics in an
elementary schoal.
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Problematization.
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