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interpretations, the roles of zero, extensions to infinite numbers, and represanting
numbers by numerals in ways which aid calculation (including the use of algebra).
The selection of historical examples given here concentrates on aspects of
numbers which are not well known but which could be used in teaching, either
at school or undergraduate level. Comments on educational utility are given,
mostly at the end of each section; the word “siudent” refers to leamers of all ages,

1. Antigos nimeros coisas

As origens dos numeros e de sua aritmética nao podem ser conhecidas com
certeza, mas é provavel que ambas tenham surgido em todas as culturas a parlir da
contagem e do intercAmbio comercial. Em tais contextos, os numeros podem ser fi-
losoficamente considerados simplesmente como marcando estagios na contagem.
Textos antigos, particularmente gregos e chineses, déo a impressao de que (por
exemplo) 3 diz respeito a trés coisas de algum tipo, mesmo se nenhum lipo particu-
lar & mencionado em explicagbes gerais. A palavra 'calculus’ em latim significa ‘sei-
xa', fazendo alusdo ao papel que simbolos desempenham no desenvolvimento da
contagem, e talvez alé da propria escrita (SCHMANDT-BESSERAT, 1992).

Fragbes e razbes suscitam novas dificuldades conceituais: um numero racio-
nal parece ser um lipo de coisa diferente de um inteire, embora as regras para a
adigdo e subtragio sejam similares (BENOIT E OUTROS, 1992). E nimeros irracio-
nais sdc até mais 'perigosos’ (melhor do que ‘irracional’, ‘sem lei’ seria uma melhor
tradugao da palavra grega 'alogos').

Em aplicagfes a conceitos absiratos (em ciéncia, por exemplo), as perplexi-
dades podem tornar-se grandes. No que diz respeito & multiplicagdo e a divisdo, uma
longa tradigdo originou-se do trabalho dos gregos com razdes e proporgdes (isto &,
sentengas relacionando um par de razdes) mais do que com equagdes. Sejam a, b,
¢ e d nimeros, @ compare a proporgac

a:bi:c:decomad=bce zci:b:d. {1

Se ae b se referem ao mesmao tipo de coisa (forga ou velume, por exemplo),
o mesmo ocorrendo com ¢ e d (mas ndo necessariaments do mesmao tipo que a e
b), entao a:b e c:d ser@o razdes adimensionais, de modo que a (des)igualdade en-
ire elas (nao) pode, sem dividas, ser afirmada em (1) via “..". Esse foi o0 modo como
Euclides trabalhou com razbes e proporgdes, relacionando um par de linhas a um
outro par de linhas ou a um par de nimeros (GRATTAN-GUINESS,1966). Contudo,
{1}z causa uma dificuldade conceitual acerca de dimenstes; ad e bc podem ser
iguais, mas em que unidades? Similarmente, a proporgao-irma {1}] poderia ser me-
lhor evitada se as razdes fossem entre dois tipos diferentes de coisas.
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Tais énfases nas proporgdes podem ter sido transferidas para visdes metafisicas
acerca da construgéo dos ceus, para a cronologia dos mitos e para outras preocupa-
¢oes culturais em que ritmo ou periodicidade eslivessem presentes (Mc CLAIN, 1978).
A expressdo ‘'musica das esferas' ou ‘harmonia das esferas’ pode levar a mais impli-
cagdes (como levou) do que se conhece atualmente.

Em varias culturas um primeiro interesse relative a proporgdes surge da har-
monia musical. A oitava foi fixada em 2 : 1, a quinta justa em 3 : 2, e assim por dian-
te - mas como elas podem se ajustar, s& nenhuma poténcia de 2 pode ser igual a
gualguer poténcia de 3/27 Varios sistemas de ‘temperamento’ tinham sido divisados
para colocar os sete tons ou doze semitons dentro da oitava, sobretudo na |dade
Media (COHEN,1984): por examplo, o diabdlico carater da nola média ‘trilen’ (a quar-
ta aumentada) foi associado com a razao irracional .‘ﬁ i

Durante esse periodo a teoria das razoes tornou-se mais aritmetica e menos
ligada a geometria via dimensdes. Na nova abordagem foi permitido estabelecer, por
exemplo,

a:b=c ededuzirquea=bxec (2)

A distingao entre a fragdo e a razdo tendeu a desaparecer, @ as proporgoes
foram substituidas por equagdes (SYLLA, 1984). Na verdade, por um longo tempo
as palavras ‘razéao’e ‘proporgdo’ foram tratadas como sindnimos; um descuido que
nao foi praticado nos séculos anteriores,

O uso de razdes nao se restringiu aos tempos antigos. A mecanica, por exem-
plo, através da fisica matemética dos séculos XVl e XIX, para evitar razbes, usou exa-
tamente os mesmos lipos de questbes sobre, digamos, forga ou carga eletrostatica.

Comenltario

As razbes merecem um papel muito maior no ensino do que aguele que nor-
malmente desempenham; sua longa histdria mostra que sac um meio muito natural
dos seres humanos compararem. As conhecidas dificuldades no ensino de fragoes
podem ser aliviadas através da conversio em razbes (assim 4/7 torna-se 4 : 7), apon-
tando para exemplos na sala de aula e na vida ordindria onde ocorrem; a misica &
particularmente uma boa fonte para o Ultimo contexto, ou mesmo ambos.

2, Os Inteiros com propriedades

A autonomia dos inteiros e de sua aritmética a partir de fatores empiricos tornou-
se mais evidente a partir do momenlo em que eles comegaram a ser considerados como
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objetos em algum sentido (normalmente nac especificado); isto &, quando se percebeu
que eles possulam propriedades tais como ‘ser primo’ ou 'ser fatores de outros inteiros’.
Diofanto (cerca de 250 d.C.) usou tais propriedades para encontrar solugdes de equa-
coes lineares, muitas das quais envolvendo tanto solugdes racionais quanto inteiras.

Mas a importdncia ja descrita das proporgdes é um exemplo dos contextos
culturais nos quais os inteiros foram tratados como objetos. Eles envolvem formas
de numerologia, nas quais uma comunidade garante ‘status’ especial a certos intei-
ros associando-os com suas crengas metafisicas ou religiosas. Provavelmenie eles
viram os inteiros como invariantes, os quais tém sido um tema forte em matematica;
coisas que permanecem as mesmas enquanto outras coisas mudam em volta delas,
Uma doutrina intimamente relacionada com a numerologia foi a gematria, criada
quando uma cultura desenvolveu um aliabeto escrito; cada letra foi entdo associa-
da com algum inteiro, @ uma palavra ou frase da linguagem associada ao inteiro
dado pela soma das suas letras constituintes.

Varios pensadores gregos, especialmente Platao e seguidores lais como
Jamblico (cerca do séc. lil d.C.), detenderam a numerologia. Uma categoria impor-
tante foi a de ‘numeros triangulares’, partindo dos inteires 3, 6, 10,... que podem ser
escritos como 1+2+3...; 0 nome indica a propriedade de acordo com a qual eles po-
dem ser representados espacialmente por tridngulos. Talvez esta propriedade tenha
dado origem a trindade do cristianismo ortodoxo, na qual se sustenta que Jesus vi-
veu 3 x 10 anos na obscuridade antes de exercer um ministério por 3 anos e de-
fender a Trindade antes de morrer com mais dois (lotalizando 3) em uma cruz e res-
suscitar 3 dias depois. Depois de sua ressurreigdo, Jesus apareceu 3 vezes ante 0s
apdstolos restantes: a segunda vez foi diante de 7 (sic) deles no mar da Galiléia,
depois do que Pedro pescou 153 peixes (JOAD, 21:11) - o ndmero triangular de 17,
que foi 0 numero das principais seilas e sociedades no reino judeu da epoca.

O relato completo & dado no Novo Testamento, que contém 27 livros: 3’ a Trin-
dade considerada através das 3 dimensdes do espago. Tais caracteristicas incorporam
profundamente uma metalisica significativa para os cristaos conscientes. Houve muitos
deles na |dade Média, profundamente conscientes, lanto da numerologia quanto da
gematria (HOPPER, 1538); mas agora isso & usualmente ignorado ou mesmo ridicularn-
zado. Assim, os crentes nao conhecem um falor significativo de seu sistema de crengas.

Estes exemplos mostram conexdes entre a matematica e (uma) religiao, um as-
pecto rico da matematica que e freqglientemente ignorado, mas gue, na verdade, nao esta
confinado a aritmética (mecanica e teoria da probabilidade sao outros ramos que ilus-
Iram essa conexao). A tradicao judaica & muito forte aqui. Por exemplo, as 22 letras do
alfabeto hebreu sdo concebidas como ‘Aleph’ (a primeira letra) seguida por 3 grupos da
7 letras cada, significando graga, misericordia e justica estrita, respectivamente, enquan-
te 10 & caracterizado como o nimero de circulos coneclados na arvore Sefirol da Ca-
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bala (JUDAICA, 1971). Para os hindus, 9 é especialmente importante, sendo o nimero
de partes da prépria refigido e de pontos no seu simbolo especial, a suaslica.

Comentario

A aritmética envolvida aqui & trivial; mas seu peso cultural é substancial e pro-
picia um caminho em educagdo multiétnica.

3. Algebra dentro e fora dos limites da aritmética

O florescimento da algebra a partir do final da Idade Média se processou no
ambito da busca de raizes de equagdes polinomiais; mas também conltribuiu para ge-
neralizar a aritmética por meio da expressao das propriedades basicas de qualguer
numero real, conhecido ou néo, e até de nimeros complexos. Este florescimento foi
também encorajado pelo movimento neo-humanista do século XVI, que supervalorizou
os méritos da heranga da cullura grega (KLEIN, 1968). Um exemplo importante & Rafael
Bombelli (1526-1572), que apresentou um manuscrito de Diofanto e reescreveu par-
te da sua 'Algebra’ antes de publica-la em 1572, incluindo nesta publicagdo solugdes
para equagdes diofantinas. Como mostra explicitamente seu titulo de uma sé palavra,
ele desejou que, agora, a algebra fosse nao meramenie um meio de ajudar o calculo
aritmético, mas uma disciplina autdnoma dentro da matematica.

Um outro tema atacado por Bombelli foi 'fragdes continuas’, um correlato do
algoritmo de Euclides. Seja b > a; divida b por a e use os sucessivos restos da divi-
s8o c, d, ... COMo Se segue:

bia=C+c/a=C+ 1/{D+ d/a) = C+ 1/(D+ 1/JE+ e/a]) = ... (3)

Alguns dos novos inteiros C, D, ... podem ser zero; se houver um resto b, ¢...,
entdo, o algoritmo para, e b/a é uma frag@o racional. As propriedades das fragdes con-
tinuas enriqueceram tanto a aritmética quanto a algebra, embora tal tdpico, curiosa-
mente, estéja atualmente quase esquecido; por exemplo, ele & raramente ensinado.

O contemporaneo de Bombelli, Fragois Vigte (1543-1603), foi também influen-
ciado pelo neo-humanismo. Isso porgue, ele viu a nova arte da algebra como "anali-
tica”, no sentido de um metodo de prova - o que foi defendido por gregos tal como
Papus -, que comeca do tecrema e termina com axiomas ou com resultados previa-
mente conhecidos, em conlraste com o método de prova “sintétice”, que procede das
suposigbes para o teorema e estava associado com a geometria. Este par de associ-
agdes perdurou na filosofia da matematica, embora, muitas vezes, tenha-se mostra-
do pouco proficuo, 8 medida em que a geometria foi-se tornando mais analitica e a
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dlgebra passou a utilizar métodos sintéticos de prova em suas mais avangadas teori-
as. Além disso, a filosofia da algebra estava também limitada por consideragtes ge-
ometricas; por exemplo, uma vez que o espago tinha sé trés dimensdes, entao, para
Vigle, xxxx era a poténcia “plano-planum” de x nao sua “quarta poténcia®. A liberagao
de tais limitagdes ocorreria somente com a introdugdo do “x ** por René Descartes
(1596-1650), na sua Géométrie (1637); contudo, como mostra o titulo dessa obra, a
algebra serviu como auxiliar para a criagdo da sua geometria analitica. (A proposito,
esta ndo era uma geometria co-ordenada, em gue um sistema de eixos & imposto
sobre uma figura; nesse sentido, G.W.Leibniz (1646-1716) aparece como um pionei-

ro ne desenvolvimento do seu célculo diferencial e integral a partir de 1670).

A delinicdo do 'status’ dos nimeros negativos, que mostrava-se problematica
atraves dos séculos, era dependente do desenvolvimento da algebra. Para alguns ma-
tematicos (incluindo Descartes) o ‘status’ desses nimeros estava ligado com o dos ni-
meros complexos, uma vez que ambos os tipos de nimeros tinham surgido em cone-
xao com o problema da resoluglo de equagbes polinomiais. Embora se possa nalural-
mente pensar em interpretagdes dos nimeros negativos (como débitos financeiros, por
exemplo, ou como numeros marcados na diregio oposta aquela dos nimeros positi-
vos), a legitimidade deles como objetos autbnomos era freqlientemente questionada.

Considere as duas equagdes:
5-35=15 e 35-5=-15. (4)

Filosoficamente falando, poderia a segqunda equagéo significar algo, ou seria ela
apenas um modo diferente de expressar a primeira? A sequnda posicao fol a preferida
por muitos dos matematicos desde os primeiros dias do desenvolvimento da digebra até
o seculo XIX, especialmente na Inglaterra. Ao contrario, uma maior confianga nos nd-
meros negativos evidenciou-se entre os europeus nao-britdnicos. Emanuel Kant (1724-
1804) argumentou em 1763 que a negacgao deveria ser construida como ¢ oposto
dialético da positividade (é curioso que ndo se possa dizer *posicao”!) mais do que como
expressao de sua auséncia. Mais tarde, o abade Condillac (1714-1780) concebeu a al-
gebra como a linguagem por exceléncia no interior da sua semidlica, e assim, em seu
livro de algebra ordinéria, publicado postumamente em 1807 sob outro titulo impressi-
onante: La langue des calculs, tratou as quanlidades negativas ao lado das positivas.

Comentério

Este & um caso em que a ligdo histdrica é negativa; isso porque, as duas interpre-
tagdes naturais séo faceis de ensinar (a Ultima como um componente bésico em mate-
matica linanceira, a qual esta se tornando uma tendéncia em educagao). Suspeito que
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o fracasso em valer-se de tais casos no passado reflete a auséncia de um modelo de pen-
samento tedrico em matemalica naqueles tempos. Esse ponto de visla, que floresceu
somente século XX, permite que os ndmeros negatives sejam interpretaveis em tais con-
textos, embora ndo em outros. Vale a pena ensinar explicitamente, embora os detalhes
técnicos do modelo tedrico devam ser deixados para a época da carreira universitaria.

4, Sistemas de numeragao e calculo

Os babilénios trabalharam com um sistema numérico de base 60, o qual ain-
da deixa seus tragos em nosso sistema de medida de tempo. Eles tambem usaram o
10 como base, como o fez a maioria das culturas. Um sistema de contagem de base
12 & mais convenienle, uma vez que as contagens podem ser realizadas utilizando-
se apenas uma méo, contando-se, com o polegar, as trés articulagdes de cada um dos
quatro dedos restantes; mas, infelizmente, este sistema, embora sendo mais rico pelo
fato de 12 ter mais fatores do que 10, nunca se tornou popular. Note que 10 & 12 séo,
ambos, fatores de 60, o que sugere que este LUitimo nimero poderia ter sido uma ori-
gem comum dessas duas bases: contrariamente ao que fregiientemente se afirma,
nao & forte a evidéncia linglistica de que a base 10 tenha se originado do nimero
de dedos das maos ou dos pés; talvez, a propriedade de que goza o nimero 10 de
ser o quarto numero lriangular tenha tambem desempenhado algum papel.

Conhece-se uma variedade de outros sistemas numéricos; por exemplo, os
Maias tomaram 1 e 5 como suas unidades basicas em sua aritmética posicional de
base 20 (LOUNSBURY, 1278). Nem todos os sistemas distintos do sisterna-padrao sao
antigos; de fato, a ciéncia moderna continua desenvolvendo uma colegio de adjeti-
vos (na sua maioria derivados do grego) para os seguintes numeros 10" :

n=. -18 -15 -12 -8 -6
nome:... atto- femto- pico- nane micro-  (5)
-3 3 6 g 12
mili- kilg- mega- giga-  tera-

Alguns sistemas de numeragao refletem as operagdes realizadas. Por exemplo,
se em nosso sistema Hindu-Arabico (o qual, de agora em diante, serd denotado por
‘HA') eu acrescento 6 magas a 2 magas, entao, eu obtenho B magas; mas, em alga-
rismos romanos, parte-se de |l @ VI para VI, e o sinal "VIlII" exibe o processo de so-
mar Il e VI. Esla caracteristica parece ter atraido contadores e outras pessoas, no sé-
culo XV, como uma forma de se controlar a honestidade em registros financeiros; as-
sim, eles se opuseram a introdugao do HA. Contudo, o HA tem outras vantagens, e tor-
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nou-se dominante. Simon Stevin (1548-16207) mostrou uma dessas vantagens: se 0
HA fosse estendido a fim de se representar nimeros decimais, entao, as magnitudes
poderiam ser facilmente comparadas. De fato, como poderia alguém dizer prontamente
se, digamos, 83/35 & menor ou maior do que 71/297

Embora peritos no uso do abace pudessem ser encontrades até recentemen-
le em supermercados soviélicos, talento para o calculo tem sido freqbentemente en-
contrado entre os expoentes do HA. Muitas questdes interessantes - e, na verdades,
pouco entendidas - surgem na Psicologia; por exemplo, “calculadores relampagos”
geralmente desconhecem, eles prdprios, o modo como calculam em tal velocidade,
e a maloria deles n@o tem talento particular para a propria matematica (SMITH, 1983).

Mo outro extremo situam-se as pessocas que desconhecem quase que comple-
tamenie a aritmética, & para as quais ela se converle num assunto assustador. Ainda
gue o condicionante social da ma experiéncia educacional constitua o fator maior, a
incapacidade mental também parece estar envolvida, especialmente quando ela se
manifesta em algumas formas de calculo e ndc em oulras,

Uma caracleristica que inibe a proficiéncia em multiplicagio e divisdo no HA é
que os métodos padronizados nao fazem uso complelo do sistema de numeragao. Para
mulliplicar dois numeros inteiros, o modo natural deveria ser multiplicar entre si as
quantidades de unidades de cada um a fim de se encontrar o algarismo que ocupara
a casa das unidades no nimero que expressa o produto; mulliplicar a quantidade de
unidades de cada um deles pela quanlidade de dezenas do outro, para encontrar o al-
garismo gue devera ccupar a casa das dezenas; e assim sucessivamente. Este msight,
que & devido a tradigao vedica na India (SHANKARACHAYA, 1965), produz o produto
mais facilmente.

Por exemplo,

Primeiro inteire 467

Segundo inteiro 58 (5)
Produto e7086

Transporte 785

O algarismo que deve ocupar a casa das cenlenas no produto - isto &, 0 0 -
surge assim: 8x 4 + 6 x5+ 7 x 0 = 62; some 62 com 8 (o qual havia sido transpor-
tade no calculo do algarismoe que deveria ocupar a casa das dezenas no produto)
obtendo 70; como 70 significa 70 centenas, ou 7 milhares e 0 centenas, a casa das
centenas no produto deve ser ocupada pelo 0, e a casa dos milhares pelo 7; leia o
70 diagonalmente nas duas Ultimas linhas do esquema acima. Um método seme-
lhante para efetuar divisies (ndo muito) longas era também conhecido.
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O maior problema que se apresentou no desenvolvimento dos métodos de cal-
culo durante a Idade Media foi se os detalhes subjacentes aos métodos de calculo de-
venam ou nao ser mantidos para proposito de verificagdo dos resulfados. Os mélodos
nao-retentivos - tal como aguele baseado no uso de fichas mencionado no paragrafo
1 -, gque se desenvolveram com base na movimentagao de pedras sobre as varias po-
sighes de um dbaco (palavra latina para “superficie plana”) a fim de se representar quan-
tidades, vieram a ser conhecidos como “algoristas”; os outros métodos foram denomi-
nados “abbacistas’. (Note gue s8o usados dois b's para se evitar confusio entre nomes;
o sentido de 'abbacista’ veio da obra de Fibonacci - “Liber Abbaci” (1202) - que se cons-
tituiu numa importante fonte para a Europa das aritméticas e algebras arédbica e hebréia).
Gradualmente, os métodos abbacistas prevaleceram principalmente devido a vantagem
de permitirem a verificagao dos calculos. A figura 1 mostra uma ilustragio classica do
triunfo de um abbacista sobre seu pobre companheiro algorista.

Fig.1: Feliz abbacista, inste algorista (como no drama grego?); propaganda em Margarita philosophica de
Georg Relsch, 1504

O algorista tem 0§ seguintes niomeros sobre a sua mesa: 4 nossa esquerda, 2+30+50=82: & nossa direia.
1+40+200+1.000=1.241
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Comentdrios

1) A questado da verificagBo de célculos tem uma conexao freqlentemente
negligenciada com a educagdo atual: por exemplo, a de que uma calcwladora ele-
trénica é um dispositive algorista, no qual ndo hd maneiras de se checar as respos-
tas dadas. Os principios abbacistas deveriam ser enfatizados no ensino, pelo me-
nos para que o estudante pudesse estimar a ordem de grandeza da resposta antes
de pressionar as teclas da calculadora.

2) Erros no célculo podem ilustrar casos engragados, porém instrutivos. Por
exemplo,

64 /16 = 4 pode ser generalizado para ab/a=b, (6)

o qual & um problema indeterminado requerendo, portanto, que o estudante
examine opgies em vez de se preccupar, a maneira mecanica usual, exclusivamenie
com a(s) resposta(s). Uma pequena discussio sobre fatores na expressaan {ﬁ}__. aci-
ma fornecera também

95 /19 = 5; e ha variantes tais como 98 /49 = §/4. (7

5. A logica e a teoria dos conjuntos da aritmética

A aritmética dos inteiros positives recebeu deois noves niveis de fundamentagaoc
na década de 80 do século XIX. C. 8. Peirce (1839-1914) e Giuseppe Peano (1858-1932)
axiomaltizaram a aritmética com base na nogao de 1 como o numero inteiro inicial e na
operagao de sucessao (2 como o sucessor de 1 e assim por diante). Um dos axiomas
foi o principio da indugo matemalica, o qual afirma que se uma propriedade & aplica-
vel para n = 1, e se valendo para um dado nimero natural, também vale para o seu su-
cessor imediato, entdo, ela se aplicara a todo n. Esta formulagao foi simplificada em 1907
por Mario Pieri (1860-1913). Richard Dedekind (1831-1918) deu um tratamento algo si-
milar em 1888 em termos da nogAo de cadeia (uma relagdo que mapeia um conjunto
de inteiros sobre si mesmo de tal modo que todos os sucessores de um inteiro inicial
sio obtidos); mas ele fol além ao provar um teorama que legitimava as provas por
indugg@o matematica, fornecende uma justificagao para as definigdes indutivas. Van
HEIJENOORT (1967) contém muitos textos originais sobre fundamentos.

Em 1884, Gottlob Frege (1848-1925) elaborou uma base mais fundamental
que esta quando deu delinigdes nominais para os inteiros, as quais Bertrand Russell
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{(1872-1970) encontrou independentemente em 1901, Eles definiram os inteiros
como conjuntos de conjuntos iniciando com o 0, definide como o conjunte dos con-
juntos vazios ©; 1 como o conjunto de conjuntos isomérficos (isto &, em correspon-
déncia um a um) ao {@] e assim por diante, sem cair em um circulo vicioso. A
ascenglo nessa hierarquia de conjuntos era infinita para Russell, uma vez que ele
aceitava a teoria dos numeros transfinitos (a qual sera descrita na préxima segao).

Frege apresentou definigBes adicionais de nimeros reais (inteiros ou nao) atra-
vés de expansdes de suas partes ndo-inteiras em séries de poténcias de base 2:

2 al’, - !

o3k ondecadaa=00ou1; (8)

Russell definiu nimeros racionais e irracionais como cerlos conjuntos de in-
teiros e racionais respectivamente. As operages aritméticas foram definidas em ter-
mos de combinagdes correspondentes de conjuntos (por exemplo, a adigao a partir
da unido de conjuntos disjuntos). Frege e Russell tinham também meios para definir
numeros nagativos. Ambos definiram conjuntos em termos de fungdes proposicionais,
uma vez que esses procedimenlos se faziam necessarios para a defesa de suas le-
ses logicistas, quais sejam, a de que a aritmética (para Frege) ou toda a matemalica
“pura” (para Russell) deveria ser derivada unicamente de principios e procedimentos
logicos. Uma versdo modema dessa abordagem considera os inteiros como guantifica-
dores: a forma sentencial *ha .... magés aqui” & limitada em uma sentenga pela inser-
cao do inteiro em questao (BOSTOCK, 1974, 1979).

Comentdrios

1) A intengdo subjacente a estes empreendimentos, especialmente a de Russell,
era a unificagao da aritmética, da andlise matemalica e da geometria com base na teo-
ria dos conjuntos e na ldgica matematica. O propdsitlo era epistemoldgico, pois o que
se visava era a reestruturagio e a “justificag@o” de leorias conhecidas com base na te-
oria dos conjuntos e na ldgica mateméatica. Nao houve qualquer novo contelddo educa-
cional ou heurislico, embora algumas partes dessas leorias possam ser ensinadas nos
ultimos anos do curso universitario. Lamentavelmente, versdes parcialmente compreen-
didas das mesmas Iransitaram pela comunidade educacional, assegurando a teoria dos
conjuntos um lugar central na “Nova Matematica® da década de 60. Um fator que con-
tribuiu para isto foi a compreensao distorcida do empreendimento de Russell por Jean
Piaget, sobretudo quando este ultimo atribuiu um papel totalmente exagerado aos
isomorfismos na “concepgac de nimere da crianga” (PIAGET, 1952).

2) O adjetive "Nova® mostra realmente a auséncia de conhecimento histérico
(atinal, Sibelius dificilmenie fazia Nova Miusica em seu tempo), a despeito da pro-

ZETETIKE - CEMPEM - FEUNICAMP - v. 7 - 0 11, = Jan./Adun. do 1999 19



posta original & de suas limitagdes. O erro basico nessa abordagem foi o rigor e ge-
neralidade prematuros, pondo problemas que nio podem, num primeirac momenlto,
ser resolvidos pelos estudantes (GRATTAN-GUINNESS, 1973). Ademais, 05 erros
encontrados nos textos atestam a sutileza da teoria dos conjuntos, tal como a dis-
tingdo entre as propriedades de um conjunto & aquelas de seus membros. E a idéia
de que a teoria é o caminho mais geral de manipular colegdes € duplamente arra-
da. Primeiro, porque ela assume que a relagio de pertinéncia é sempre bem defi-
nida (isto &, com base nas opgdes: verdadeiro ou lalso): a leoria dos conjuntos fuzzy®
lida com as varias excecdes (DUBOIS e PRADE, 1980). Seqgundo, ela apenas per-
mite aos elementos periencerem uma dnica vez ao canjunto - uma limitagao elemen-
tar, como a evidenciada pelas multiplas ralzes de uma equagao polinomial: em vez
disso, torna-se necessdra uma tecria de conjuntos maltiplos (RADO, 1975).

6. Aritmética transfinita

A partir de 1883, George Cantor (1845-1918) tambaém comegou a definir 0s nu-
meros inteiros com base em conjuntos, mas por um meio bem diferente: de um dado
conjunto M, absirai (isto &, ignora mentalmente) a natureza de seus elementos para
deixar para tras a 'tipo de ordem’ M na qual seus membros se encontram; ento, abstrai
a ordem para deixar para tras o nimero cardinal M de m (DAUBEN, 1979). O papel
gue ele atribuiu aos atos mentais foi rejeitado pela maioria de seus contemporaneos,
ambora alguns residuos permanegam na interpretacio fenomenaldgica dos inteiros
proposta por Edmund Husserl (1859-1928) em 1891, em parte sob a influéncia de
Cantor (WILLARD, 1984).

Posteriormente, Cantor percebeu que os infinitos podiam ser de grandezas
diferentes, introduzindo, nesse sentido, o conceito de desigualdade entre inteiros
infinitamente grandes. Definiu a seqiiéncia dos ordinais transfinitos comegando com
o menor deles - w - cuja existéncia @ assumida imediatamente depois dos ordinais
finitos, ndo tendo w qualguer predecessor ordinal:

1,28, .om+1,...2m 20+ 1, .. 3m. .. ....o0',... . (9)

* Nota dos Tradulores: Em matematica, os conjuntos fuzzy vém eslimulando novos topicos de pesquisa em
conexdio com a Teoria das Categorias, Topologia, Algebra e Andlise. A teoria dos conjuntos fuzzy tun-
damenia-se na tradigio das ldgicas multivalentes. A idgica fuzzy @, basicaments, uma ldgica multivalante
que permite a definicdo de valores entre sim/nflo, verdadeirafalso, branco/prato, etc. Noghes lals como
‘mais quente’ ou ‘muite frio” podam ser lormuladas malematicamenle @ processadas por compuladornes,
A ldgica fuzzy, que tem se mostrado bastanie Uil no controle de sistemas sublerrdnecs e de proces-
505 indusiriais complexos, loi desenvolvida em 1965 por Lotli A, Zadeh, professor de Cldncia da Com-
putagdo da Universidade da Califdrnla em Barkeley.
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Cantor também encontrou um caminho para dividir esta segléncia literal-
mente infinita em “classes de nimeros” cujos tamanhos (isto &, cardinalidades in-
dependentes da ordem) se mostraram diferentes. A primeira, compreendendo os
inteiros finitos, tem o menor numero cardinal, X ; a segunda classe. comegando
em ® e definida pela propriedade de que a contagem de qualquer membro
ordinal poderia ser reordenada em um conjunto de tamanho X , era a proxima
cardinalidade, K. e assim por diante, infinitamente.

Outra inovagéo de Cantor foi o fato de ele ter-se dado conta de que os mem-
bros de um conjunto podem ser ordenados de diversas maneiras. Para preservar a
generalidade da aritmética, ele afirmou o “principic da boa ordem”, segundo o qual
gualquer conjunto poderia ter seus elementos arranjados na ordem exemplificada
em (9). Isto foi um de seus problemas nao resolvidos, cuja prova (em 1804) reque-
reu o axioma da escolha (MOORE, 1982). O maior defensor deste axioma - axioma
este gque causou muita controversia entre os matematicos e lilosolos devido a suas
varias formas e, especialmente, por seu carater nao-construtivo - foi Ernst Zermelo
{1871-1953); mas Russell encontrou para ele uma forma um pouco melhor, no con-
texto de definigdo do produto infinito de nimeros.

Cantor desenvolveu uma aritmética para cada tipo de inteiro, diferente uma
da outra e diterentes da aritmética finita; por exemplo,

w+ 1= w, 1 + o= @; a H+H =N (10}

No entanto, sua seqiéncia (10) também levou a paradoxos referentes a exis-
1éncia do suposlo maior ordinal e também do maior cardinal; isso porque, qualquer
que seja N, teriamos tanic N =N quanto N > N. A tentativa de evitar esses para-
doxos e agueles semelhantes aos de Russell referentes apenas aos conjuntos, le-
vou a definicoes modificadas dos numeros como conjuntos de conjunios. Em par-
ticular, a teoria dos tipos de Russell, em seu logicismo pods-paradoxos, requereu
que os inteiros fossem definidos e sua aritmética fosse desenvolvida para cada
lipo.

Comentarios

Este material constitui um bom curso para a graduagao. Penso que os axio-
mas da escolha constituem uma fonte mais frutifera de apreciagio do que os de-
talhes da aritmética transfinita, parcialmente porque a gama de conseqiéncias
para a matematica excede em muito a teoria dos conjuntos e a aritmética, @ em
parte porque a ampla gama de axiomas equivalentes oferece excelentes exemplos
de (nao)construtividade aparente em matematica.
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7. Muito barulho acerca do zero

Os babildnios usualmente indicavam o zero por um espago vazio, mas era
diticil distinguir, por exemplo, 35 de 3 5 (isto é, 305 de 30.005 no HA). Assim,
a criagdo de um simbolo mostrou-se necessaria; e eles inventaram um, algo pa-
recido com £, mas parece que ele foi usado somente para marcar os espagos
em branco. O grande passo de usa-lo fambém como um ndmero que poderia
ser combinado aritmeticamente com outros numeros parece ser de origem
hindu.

Culturalmente, o status do zero, bem como sua identificagdo errdnea com
o nada, tem sido uma preocupagao bastante difundida (ROTMAN, 1987). Um im-
portante exemplo @ o do dramaturgo William Shakespeare, que escreveu, espe-
cialmente em seu “Rei Lear”, que nada & tudo. Ele escreveu suas pegas na vira-
da do seculo XV| para o XVI|, precisamente quando o HA comegou a ter um uso
generalizado na Gra Bretanha; sem divida, este processo despertou sua cons-
ciéncia.

Mo HA o simbolo para ‘zero' @ "0"; suas origens nac sao conhecidas com
certeza, pois pode ter surgido na matematica grega, na indiana e na chinesa (pos-
sivelmente independentemente), talvez, a partir do século Il d.C. Além disso, “o"
€ a primeira letra da palavra "ouden”, que é a palavra grega para “nada". Ele
pode também ler sido proposto como um simbolo para a vagina, o nada do qual
as coisas nascem,; isso porgue, & bem conhecido que a fertilidade e os simbo-
los sexuais desempenharam um papel proeminente na vida religiosa & cultural
das civilizagdes antigas. Outros simbolos usados eram similares ao “0", um pon-
to = & algumas vezes, em grego, "g" ou "8°.

Mesmo quando a necessidade de um simbolo foi percebida, muita perple-
xidade filosdfica manifestou-se em torno do zero, especialmente por ele nao sa-
tistazer a lei do cancelamento (@ x 0= b x 0 sem que a = b). Além do mais, ele
foi freqlentemente associado (muito) intimamente com o nada. Mesmo em suas
formulagdes da aritmética relatadas aqui nos pardgrafos 5 e 6, Cantor e Dedekind
sempre iniciaram os conjuntos numéricos com o 1: Cantor ndo podia definir o
zero, pois ele teria que abstrair (isto &, ignorar mentalmente) o conjunto @ do va-
zie (o que torna surpreendente sua notagio R !). Somente Russell e Frege com-
preenderam claramente a diferenga entre nada, @ e 0. Desde entdo, a distingao
tornou-se firmemente estabelecida, mesmo em sistemas em que os matematicos
podem escolher combina-los. Por exemplo, o sistema de ordinais proposto em
1923 por Johann von Neumann (1905-1958) fol o seguinte:

0:=0, 1: ={8), 2:={0, 1}, ..., o3 =1{0, 1,..}y ssse (11)
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Comentarios

1) O ensino do zero é frequentemente deploravel, especialmente quando se
identifica esta nogdo com o nada. Isto & completamente incorreto, pois o zero tem
propriedades tais como: 7 + 0 =7 (ao passo que 7 + nada nao & definido).

2) Pode-se também usar o zero para enfatizar a distingao entre igualdade &
identidade; além disso, para casos-padrio tais como

2+2=4 exemplostaiscomo0+0=0 (12)

mostram ainda mais claramente essa diferenga (ha dois zeros do lado esquer-
do e somente um do lado direito; portanto, nao sao idénticos). A identidade & um con-
ceito filosdfico dificil de se trabalhar; para se atingir propésitos educacionais em ma-
tematica, seria .1.elhor apresenta-la como identificagao (do 4 como a soma de 2 mais
2, por exemplo),

8. Formalismos e incompletudes

A palavra “formalismo” normalmente aparece em conexao com a filosotia da
aritmética, mas varios tipos deveriam ser dislinguidos. Ha um tipo de formalismo em
Cantor, segundo o qual ele via que a construgéo consistenle dos ndimeros lransfinitos
garantia a existéncia dos mesmos. Cantor ndo possuia qualguer metatecria no in-
teriar da qual essa consisténcia pudesse ser provada, e esta auséncia pode ter sido
um dos estimulos para David Hilbert (1862-1943) conceber a metamatematica como
uma teoria no interior da qual a consisténcia (e a completude) de uma teoria
axiomatizada pudesse ser estudada.

O programa formalista de Hilbert, que floresceu principalmente nas decadas
de 20 e 30 apos ter sido langado no inicio do século (DETLEFSEMN, 1986), via a arit-
mética de uma forma muito similar & axiomalizagao de Peano mencionada no para-
grafo 5, e considerou sua fundamentagiao como suficiente para fornecer os funda-
mentos de grande parte da (ou de talvez "toda” a) matematica. Mas a sua esperan-
¢a de demonstrar a consisténcia da aritmética foi posta abaixo por um tecrema pro-
vado em 19831 por Kurt Gédel (1906-1978); Isso porque, o coroldrio desse tecrema
mostrou que a consisténcia sé pode ser provada em uma metateoria mais rica do
que a aritmeética, o que contrariava a visao de Hilbert de uma metateoria mais pri-
mitiva, & de uma meta-metateoria ainda mais primitiva, etc. Além disso, o mais im-
portante teorema de Gddel refutou a crenga (intuitiva) de Russell de que sua
axiomatizagao logicista da aritmética poderia ser completa.
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Mais ainda, o método de prova de Godel, baseado em uma metaleoria expres-
sa em termos aritméticos, constituiu-se no principal estimulo para o estudo das fun-
¢des recursivas, as quais tornaram-se uma técnica de destague no desenvolvimen-
to dos computadores com Alan Turing (1912-1954), e formaram os ultimos elos du-
radouros entre a logica e a matematica (DAVIS, 1965). Finalmente, a distingao en-
tre teoria @ metateoria requerida pela prova de Gddel mostrou aos lagicos o cuida-
do com o qual eles precisavam observar esta distingao. Para os matematicos, no en-
tanto, os leoremas de Gédel foram de uma importancia marginal, uma vez que ele
trabalhou com um conceito de prova muito mais estrito do que aquele com o qual
eles estavam (ou ainda estdo) acoslumados.

Entretanto, a maior parte da recente filosofia da aritmética tem sido construida
sobre versdes da abordagem de Hilbert ou sobre uma abordagem tedrica de conjunto;
algumas tém sido de carater construtivista ou intuicionista. Outros tratamentos sao
nominalisticos, tentando evitar de dar aos numeros um ‘status’ abstrato (FIELD, 1987).
Em acréscimo a isso, interpretagGes sociais dos numeros e da aritmética - segundo as
quais 0s numeros sao experenciados, as operagoes aritmeticas realizadas e as provas
concebidas como agbes - tém-se evidenciade com cerlo destague (LIVINGSTONE, 1986);
De acordo com essas interpretagies sociais, a sentenga "2 + 2 = 4" deveria ser vista
como sendo menos do que uma tradicional verdade platénica e mais do que uma ques-
tdo de opinido pessoal. Numeros sdo coisas anligas (ou simbolos, ou conjuntos, ou atos,
ou ...); seu estatuto tem sido sempre obscuro, &, provavelmente, continuara a ser

Comentarios

1) Alguns aspectos do formalismo, especialmente a recursao e a computabili-
dade, ligam-se bem a cursos de graduagdo e pos-graduagio em computagio. Po-
rém, contextos mais ricos surgem em contextos mais elementares, especialmeante ao
enfatizarem a diferenga entre nimeros e numerais, o sentido bruto do formalisma,
Relagdes tais como “7> 3" deveriam ser estudadas cuidadosamente, e também o
desproposito de se perguntar qual trés - *3", 3" ou 3" - @ o verdadeiro nimero trés;
dai entdo, o cardter mais abstrato dos nimeros em relagdo aos numerais pode ser
claramente indicado, qualguer que seja o ‘status’ que se escolha para atribuir a eles.

2) Aléem de numeros e numerais, as cade/as de digitos ordenados deveriam ser
enfalizadas. Estamos de ha muito familiarizados com elas em nimeros de telefones,
mas agora elas se apresentam também em cddigos de barras, nimeros PIN® | etc,

* Nata dos Tradulores: PIN &, am Inglés, uma sigla para Personal identification Number. O Numero de Iden-
tificagdo Pessoal nada mais é do que uma senha que pormite o acesso do usudrio a um lipo espacifi-
co da servigo,
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Embora uma cadeia de digitos ordenados possa ser faciimente associada com seu nu-
mero correspondente (numerclogistas freqgientemente fazem isto, tais como os cristaos
ortodoxos tomando 111 como o nimero da trindade), elas costumam ser tratadas de for-
ma dilerente daquela utilizada no tratamento dos nimeros, isto &, com muito menos con-
teudo matematico; em particular, a elas ndc esta associada qualquer aritmética. Nos,
igualmente, recitamos e escrevemos as cadeias de digilos de um modo diferente ("um
um um” em vez de “cento e onze”) daguele utilizado para os numeros: por exemplo, ha
varias maneiras de se falar e escrever os numeros de telefones em diferentes paises.

3) Ha poucas superposigdes entre 0s nimeros e as cadeias de digitos orde-
nados: uma delas é a maneira de se ler os nimeros decimais; o ndmero 27,27, por
exemplo, & lido como “vinte e sete virgula dois sete”, ja que a parte decimal do namero
e lida da esquerda para a direita. Neste caso, ha também um aspecto psicologico en-
volvido: devido as origens geograficas do HA, antes de procedermos a leitura de
um numero inteiro, coslumamaos separar seus algarismos em grupos de 3, no sentido
da direita para a esquerda, contrariamente ao que fazemos na leitura das palavras de
nossa lingua. No caso de nimeros inteiros contendo ate a casa dos milhdes, fazemos
isso tAo freqlientemente que nem constumamos perceber que o fazemos; mas quan-
do nos defrontamaos com, digamos, o nimero “463.563.640.863.759", entao, o proces-
s0 inverso a que fizemos referéncia se torma consciente.
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