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Dando movimento ao pensamento algébrico:

Anna Regina Lanner de Moura*
Maria do Carmo de Sousa™
Resumo: Este artigo discute os procedimentos e as elaborag¢fes de alunos de um
curso de Pedagogia vivenciadas, durante o desenvolvimento de duas atividades
de ensino, fundamentadas na perspectiva ldgico-histérica, durante a pesquisa de
Doutorado? que desenvolvemos de 2000 a 2004, na Faculdade de Educacéo -
UNICAMP. A pesquisa tinha por objetivo analisar as implica¢cfes, na formacéao
algébrica do aluno, de atividades intencionalmente planejadas, considerando a
historia do desenvolvimento da linguagem algébrica, com referéncia em Smith
(1958), e considerando o movimento como base do pensamento algébrico, com
referéncia em Caraca (1998). Nessas duas atividades, foram mobilizados os
conceitos de variavel, de dependéncia de variaveis e de campo de variacdo. E
possivel perceber que os alunos, na sua maioria, avaliam as implicacdes que a
formacéo algébrica escolar teve na sua forma de pensar a algebra, a matematica
e a propria vida.

Palavras-chave: Ldgico-histérico; atividades de ensino; pensamento algébrico;
campo de variagéo e variavel.

Giving movement to the algebraic thought on a
logical-historical perspective

Abstract: This article discusses the procedures and elaborations of students of a
pedagogy course when involved in two activities of teaching which were
developed in the logical-historical perspective when experienced a subject of the
course during our scanning Ph.D in the 2000 at 2004, in the Faculdade de
Educacgédo - UNICAMP. The research was designed to analyze the implications of
the training of student on algebraic activities which were intentionally planned

'As atividades de ensino foram adaptadas dos livros: Elementar é o essencial (de Luciano
Castro Lima; Mario Takazaki e Roberto P. Moisés, S8o Paulo: CTEAC, 1998) e A variavel —
ser e ndo ser (de Luciano Castro Lima e Roberto P. Moisés, Sdo Paulo: CTEAC, 2000) pela
Profa- Dra. Anna Regina Lanner de Moura e pela Profa: Dra Maria do Carmo de Sousa.
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considering the history of the development of algebraic language with reference
to Smith (1958), and also the movement as the basis for algebraic thinking with
reference to Caraca (1998). In these two activities the concepts of variable, the
dependence of variables and field change have been mobilized. It is possible to
realize that most of the students evaluate the implications of the algebraic
training school they had and still induce impact on their way of thinking about
algebra, mathematics and theirs life.

Word-key: logical-historical; educational activities; algebraic thought; range of
variation and variable.

Introducéo

O ensino da algebra tem sido um problema para o professor, na
mesma proporcdo com gque a aprendizagem da algebra se manifesta
como um problema para o aluno. De modo geral, a dificuldade que o
aluno demonstra ter ao aprender algebra é considerada natural, por
entender-se que o nivel de abstracdo da algebra é de dificil acesso a
aprendizagem do iniciante em matematica.

De fato, as memoérias de alunos de um curso de Pedagogia sobre
a matematica escolar revelam que tudo corria bem na escola com a
matematica até encontrar um obstaculo na algebra, como dizem eles:

“[...] até chegar a algebra, o x e 0 y das equacdes onde
tudo fica meio sem sentido”, “[...] e foi a partir da 62
série, com a algebra que passei a ndo gostar mais da
matematica”, “Sempre achei um absurdo fazer calculos

com aquele monte de letras”3.

Dos memoriais desses alunos, pode-se depreender a razdo pela
qual um namero razoavel de alunos que buscam o curso de Pedagogia o
fazem para néo enfrentar, num curso superior, as mesmas dificuldades
que tiveram com a matematica— cujo ponto de maior conflito é para eles
a algebra — ao longo de sua escolaridade no ensino basico.

Pesquisas sobre o ensino de algebra, como a de Pinto (1997) e a
de Scarlassari (2007), discutem a dificuldade do aluno de 62 série para

3 Extraido dos memoriais (2007) de alunos de um curso de Pedagogia da cidade de
Campinas do Estado de Sao Paulo.
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interpretar a variavel* em expressoes algébricas. Outros autores como
Kieran (1992), Oliveira (2002) e Paulovich (1998), estudam abordagens
diferenciadas do ensino de algebra, com o objetivo de aprofundar o
carater formalista desse ensino.

Todas essas pesquisas que estudam as dificuldades do aluno do
Ensino Fundamental em algebra — tanto as que focalizam o ensino e/ou
a aprendizagem como as que enfocam seu estudo nas praticas escolares
que mobilizam praticas algébricas, como é o caso da presente pesquisa
— tém chamado a atencéo para a énfase dada a abordagem formalista,
nas praticas de sala de aula, como um dos possiveis fatores que
dificultam ao aluno a elaboracédo dos significados algébricos.

A abordagem formalista, de modo geral, traduz-se pela
manipulacdo simbdlica dos conceitos algébricos: exercitar regras de
mudanca de membro e de troca de sinais na resolucdo de equacoes,
resolver listas de exercicios de operagBes com polindbmios, calcular
diferentes funcdes, etc.

Que outras abordagens do ensino de algebra poderiam ser
mobilizadoras de praticas que envolvam o estudo das variacfes em
movimentos quantitativos e das suas possiveis linguagens matematicas?

A pesquisa a que se refere este artigo estuda as elaboracdes de
alunos que ja passaram pelo ensino basico, ao desenvolverem atividades
que problematizam alguns nexoss conceituais da algebra, como o
conceito de variavel, de campo de variacdo e as linguagens: a) retdrica
ou das palavras (variavel palavra); b) sincopada, que mistura palavras e
simbolos diversos (variavel “numeral”); e c) simbdlica (variavel letra).

Na interpretacdo que aqui é dada ao ensino da algebra, séo
conjugados dois conceitos: o légico-historico e a fluéncia. O primeiro
deles tem sustentacdo na teoria de conhecimento discutida por Kopnin
(1978). Para este autor, por histérico subentende-se o processo de
mudanca do objeto, as etapas de seu surgimento e desenvolvimento. “O
I6gico é o meio através do qual o pensamento realiza esta tarefa” (p.183).
O logico-histérico é a interpretacdo légica que o movimento do

4 A variavel pode assumir pelo menos trés papéis: 1) incégnita, na equacao; 2) parametro,
na inequacéo e 3) variavel, na fungéo (SOUZA; DINIZ, 1996).

5 Sdo0 aqui entendidos por nexos conceituais os conceitos mais simples que compdem um
conceito mais complexo.
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pensamento faz ao refletir sobre o acontecido. O que chamamos de
acontecimento histérico ndo se manifestou no tempo e no espaco
obedecendo estritamente a légica de desenvolvimento que atribuimos a
esses acontecimentos, ao interpreta-los a distancia.

No caso da algebra, a interpretacédo légico-histérica que fazemos
do desenvolvimento de sua linguagem encontra consonancia nas
diferentes formas de linguagem indicadas por Smith (1958), pelas quais
foram expressas as variacdes quantitativas desde os gregos até a
linguagem como a conhecemos hoje, a qual prioriza a variavel letra.
Incluimos também nesse desenvolvimento as expressdes egipcias e
gregas usadas para indicar a variavel.

O segundo conceito, o da fluéncia, tem referéncia em Caraca
(1998) que, com base em Heraclito, considera-a uma das caracteristicas
da realidade em que vivemos. Para este fil6sofo, tudo esta em constante
movimento

[...] de modo que, do extremo superior ao inferior da
escala, do movimento prodigioso de expansdo do
Universo, ao movimento, ndo menos prodigioso, das
particulas constituintes do atomo, tudo flui, tudo
devém, tudo é, a todo o momento, uma coisa nova. (p.
104).

Para este autor, a matematica, na tentativa de “isolar” os
movimentos para poder entendé-los, cria a variavel, elemento
fundamental da algebra.

Esses autores, sobretudo, inspiram nossos trabalhos (LANNER
de MOURA; SOUSA, 2001, 2002; SOUSA, 2004) que tratam do ensino
de algebra, mediante os quais estudamos uma perspectiva didatica para
o desenvolvimento do pensamento algébrico com base no enfoque l6gico-
histérico de Kopnin (1978) e na fluéncia discutida por Caraca (1998).

Aliamos esses dois conceitos ao estudo do ensino da algebra, pois
supomos que a interpretacédo légica da dinamica histérica do conceito de
algebra possa sustentar atividades de ensino que permitirdo aos alunos
construir uma compreensdo mais profunda deste conceito, além
daquela que lhes é possibilitada pela mera manipulacédo das letras do
alfabeto, especificamente, da letra “x”.
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Nesta perspectiva, é de fundamental importancia que estudantes
e professores possam compreender o0s elementos historicamente
construidos que constituem os “nexos conceituais” (DAVYDOV, 1982) do
conceito cientifico e que, segundo este autor, ndo estdo presentes na
forma simbdlica atual do conceito, uma vez que tais nexos sao
apresentados aos estudantes de forma ldgica, limpos de qualquer
historia, a partir dos elementos perceptiveis da variavel letra. E como se
a letra tivesse vida propria, que fala por si mesma.

Para esta pesquisa escolhemos considerar a abordagem de
Caraca (1998) a algebra e designar como nexos conceituais os elementos
que, entre outros, ele atribui a este campo da matematica, como: o
conceito de fluéncia; de variavel, de campo de variacdo. Esta escolha
decorre do fato de considerarmos a algebra como escrita de movimentos
da realidade fisica e social que criamos e na qual vivemos. E uma escrita
de movimentos quantitativos sem a escrita numérica que supfe 0
numero, mas néo se identifica com ele. Dessa forma, acrescentamos aos
nexos definidos anteriormente o da linguagem algébrica.

A esse nexo conceitual da algebra atribuimos as caracteristicas
do desenvolvimento histérico da algebra ndo simbdlica discutidas por
Hofmann (1961), Ribnikov (1987) e Smith (1958) definidas como algebra
retérica, sincopada e geométrica. A algebra simbolica é considerada a
algebra na forma de linguagem como a conhecemos hoje.

O percurso historico da algebra representa a sintese de um longo
processo que busca romper com a concep¢do que interpreta a realidade
— aquilo que existe — como imutavel, fixa, acabada e absoluta. Processo
este que acaba considerando o pensamento algébrico como um
pensamento que irrompe ligado a concepcdo que vé na fluéncia a
primeira das caracteristicas da realidade.

a

Com base nesta visao, Caraca confere a variavel o status da
fluéncia e lhe atribui o significado de sintese do ser e do néo-ser do
numero. Pensar algebricamente significa pensar o ndmero sem o
numeral (CARACA, 1998).

Nesta dimenséao, aprender algebra significa, também, criar um
entendimento de que os movimentos da vida, “a vida fluente”, expresséo
atribuida a vida por Bohm (1980), ao entender que no universo nada é
estatico, fixo, imutavel, pronto e acabado — ao contrario, tudo se
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transforma, tudo esta em constante movimento, tudo flui, tudo varia;
que a linguagem do universo do qual somos parte é contraria a
permanéncia. A linguagem do universo contém a mutabilidade das
coisas, diz o autor.

A proposta de ensino de algebra que desenvolvemos sugere que o
ponto de partida do ensino deste campo da matematica seja um estudo
de movimentos qualitativos e quantitativos da realidade para, num
segundo momento, tornar-se um estudo dos aspectos particulares e
singulares de movimentos quantitativos determinados. Procuramos dar
a oportunidade aos estudantes participantes desta pesquisa de terem
um primeiro encontro com o pensamento algébrico a partir da analise de
movimentos que ocorrem na vida de todos nds e nos quais passam
despercebidas as caracteristicas de movimentos quantitativos relativos.
S6 entao fazemos, de forma que os estudantes tenham a oportunidade
de compreender que “isolados”, entendido na acepc¢éo de Caraca (1998)
como recortes desses movimentos, pode estar significando, nos
conceitos de equacdo e inequacdo, por exemplo, determinados
movimentos particulares e singulares que se podem apresentar em
nossa vida diaria.

Consideramos esta perspectiva didatica como légico-histoérica,
uma vez que vamos buscar, na Histéria da Matematica, os nexos que
compBem o conceito de algebra e os incorporamos as atividades de
ensino, conferindo-lhes uma sucessdo temporal de aperfeicoamento e
rigor. Assim, atividades que trabalham a linguagem retdérica, a qual
prioriza as palavras, antecedem aquelas que trabalham as linguagens: a)
sincopada, que mistura a abreviacao de palavras diversos simbolos, bem
como a variavel explicitada a partir da letra “s”, dltima letra da palavra
arithmos (nUmero); b) geométrica, que se explicita a partir de figuras, em
que a variavel é representada pelo segmento de reta; e c¢) simbdlica,
representada pela variavel letra (alfabeto).

Neste artigo, descrevemos duas das atividades de ensino que
foram vivenciadas e discutidas pelos alunos da pesquisa durante quinze
encontros da disciplina “Topicos Especiais em Didatica”, do curso de
Pedagogia da Faculdade de Educacdo da Unicamps, bem como

6 A disciplina: “Tépicos Especiais em Didatica”, por ocasido da pesquisa, fazia parte do
curriculo do curso de Pedagogia e foi ministrada pelas autoras deste artigo com enfoque na
iniciacdo algébrica. Dezoito alunos participaram da disciplina e foram convidados a
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apresentamos a analise das elaboragcfes” dos alunos do curso,
destacadas de episodioss ocorridos durante as aulas da disciplina.

As informagbes para a pesquisa foram retiradas de um
guestionario feito aos alunos sobre o ensino de algebra, dos diarios
reflexivos dos alunos (registros de suas reflexdes sobre as vivéncias nas
aulas) e do diario reflexivo das pesquisadoras, chamado — segundo a
acepcdo de BOGDAN e BIKLEN (1994) — de “reflexdo distanciada”; nele
registravamos essas informacdes imediatamente apds a vivéncia em sala
de aula.

Para este artigo, vamo-nos deter em discutir a analise de dois
momentos de reflexdo que ocorreram durante as aulas.

A dindmica das aulas

As aulas foram desenvolvidas segundo a dinadmica relacional
individuo-grupo-classe, que possibilitou aos alunos elaborarem, num
primeiro momento, respostas individuais as problematiza¢gdes dos nexos
conceituais sugeridas por uma determinada atividade. Em seguida, a
resposta de cada um era compartilhada em pequenos grupos. A partir
das respostas individuais, cada grupo elaborava a sua resposta, para ser
compartilhada no grupo classe.

Durante todo o processo, o professor da classe teve o cuidado de,
ao administrar as aulas, assumir o papel de mediador das elaboracdes
do grupo classe. Essa mediacdo foi baseada na compreensdo de que,
durante as discussdes das atividades, a dindmica relacional deveria
auxiliar a classe a produzir o conhecimento conceitual — como diz
Kopnin (1978), a partir de referenciais proprios —, bem como a pensar
de forma flexivel.

participar, também, na qualidade de sujeitos da pesquisa intitulada: “O ensino de algebra
numa perspectiva légico-histérica: um estudo das elaboracgdes correlatas de professores do
Ensino Fundamental”, defendida na Faculdade de Educacdo — UNICAMP, sob orientagao
da Profa. Dra. Anna Regina Lanner de Moura em 12/03/04.

7 As elaboracgdes, produgles orais e escritas, durante a disciplina, constituiram-se em
objeto de estudo da pesquisa.

8 Os registros das elaboragdes de sala de aula, tanto dos pequenos grupos de trabalho
quanto das discussfes do grupo classe, os diarios e 0os mapas conceituais produzidos
individualmente pelos alunos fizeram parte do material empirico da pesquisa. Nos diarios
que produziram, os alunos puderam identificar-se com pseudénimos ou com seus proéprios
nomes.

69



ZETETIKE — Cempem — FE — Unicamp — v. 16 — n. 30 — jul./dez. - 2008

Nas quinze aulas do semestre, estudamos 0s nexos conceituais
da algebra a partir de cinco unidades didaticas: diferentes naturezas;
fluéncia e permanéncia; a variavel e o campo de variacao; algebra nao
simbdlica; algebra simbolica. Discutiremos, aqui, duas atividades de
ensino que compuseram a terceira unidade didatica.

A vivéncia das atividades de ensino pelos alunos da disciplina

As atividades de ensino, abaixo relacionadas, compfem a
unidade didatica denominada “A variavel e o campo de variacao”. Essas
atividades tiveram por objetivo discorrer sobre os conceitos de variavel e
campo de variacdo, a partir de questdes que tratam do conceito de
ndmero.

O conceito de variacdo compreende 0s conceitos de relatividade e
de interdependéncia que na algebra se traduzem pela dependéncia entre
variaveis. A dependéncia esta associada as premissas estabelecidas
(BOHM, 1980; CARACA, 1998) que, por sua vez, estdo associadas ao
campo de variagéo, o qual nos auxilia a delimitar valores de minimo e de
maximo, presentes nos movimentos da vida.

Esse conceito, campo de variacéo, foi discutido inicialmente com
a classe, a partir de questdes da atividade 1 que tinha por objetivo
problematizar a relativizacgdo de movimentos quantitativos da vida
diaria, como expressam as questdes abaixo:

1) Qual a sua idade?

2) Quantas pessoas podem ser transportadas num “fusca”?
3) Quantas pessoas estdo em sua casa agora?

4
5

6) Qual o preco de um paozinho?

)
)
) Quantos alunos ha na sua classe?

) Que horas séo?

)

7) Quantos sdo os jogadores de um time de futebol?

Observamos que, no momento individual da atividade, os alunos
acharam por demais simples as questfes. Porém, ao fazerem as
discussdes no pequeno grupo e ao tentarem argumentar suas respostas
depararam-se com varias ddvidas que os surpreenderam.
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Segundo Andréia® (2001):

Com a discusséo realizada ao final da aula percebi que
mesmo no grupo ndo haviamos percebido a questdo da
variacdo na atividade proposta. E engracado, pois
mesmo estudando a variacdo em diversos momentos,
com a reflexdo é que vem a tona como ainda estamos
presos ao nimero manual ou fisicol0. Como é algebra
que foi debatida: acredito que é pertinente refletirmos
sobre este ensino somente ligado com a resolucdo de
equagles, o qual busca resolver o valor da incognita
transformando em um ndmero manual, ou seja, perde-
se toda a variacdo. (Andréia, diario: 14/09/01).

A aluna procura relacionar as questbes da atividade 1 com a
resolucdo de equacdes, observando o quanto o modo mecéanico pelo qual
aprenderam a resolvé-las esconde o pensamento de variacdo nelas
expresso. Parece enfatizar em sua fala que esse modo mecénico de
resolver as equacdes pbGe a perder o verdadeiro significado de uma
equacéo que é, na verdade, resolver uma variacdo quantitativa.

Para a aluna, essa perda ndo se resume somente as equacdes
que se estao resolvendo, mas ha uma perda maior: a de perceber a
relativizacdo dos movimentos quantitativos da vida : “perde-se toda a
variacao”.

Em sua reflexdo a aluna revela que os colegas do grupo, como
ela, acreditam que estejam “presos” ao pensamento de que todas as
respostas as questfes que se referem a movimentos quantitativos, como
as da atividade proposta, sejam exatas e sempre possiveis de serem
representadas pelo “ndmero manual”. Andréia, em sua reflexao, parece
querer dizer que o pensamento de variacdo que se expressa numa
equacdo fica subjugado nédo s6 ao método mecéanico de resolucdo como
também a um simples “ndmero manual” que é buscado como valor da
incognita.

Esta subentendido nesta sua reflexdo que as praticas escolares
mobilizam problemas de variagfes quantitativas somente pelas técnicas

9 A aluna néo optou por usar pseuddnimo em seu diario reflexivo para identificar-se.
10 Expressdo usada no texto das atividades propostas, para referir-se a um movimento
quantitativo por meio do namero falado ou escrito.
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de resolucdo de equacdes em busca de um valor numérico da ou das
incognitas que as compfem. Isto é, ndo sao mobilizadas, também,
reflexdes sobre as dependéncias entre as varidveis que geram um
determinado movimento quantitativo e sobre os intervalos numéricos em
que variam.

Talvez isso aconteca pelo fato de as praticas escolares instituidas
ndo tratarem de situagcfes que mobilizem o pensamento de dependéncia
entre variaveis de um movimento qualquer; ao contrario, criam uma
convicgdo de que todos os movimentos quantitativos estédo e devem ser
sempre associados a um valor numérico. Tal modo de proceder gera
desconforto e inseguranca quando o aluno se encontra diante de
variagbes que podem assumir diferentes valores numéricos dentro de
um campo de variacdo, os quais estdo diretamente relacionados aos
conjuntos dos Nameros Naturais, Inteiros, Racionais e Reais.

No que diz respeito ao preco de um péozinho, por exemplo, n&o
temos certeza. Hoje, podemos comprar pao por quilo, em pacotes ou,
ainda, por unidade. O preco de “um” paozinho é relativo. Depende de
qual é o “pao” de que estamos mencionando, depende da grandeza pela
qual o pao sera medido para avaliar seu valor de troca no momento da
compra.

Quando temos que analisar o nimero de pessoas que podem ser
transportadas por um “fusca” ou que podem estar em nossa casa,
enquanto estamos ausentes dela, também n&o podemos dar, com
certeza absoluta, uma resposta numérica. Temos apenas hipéteses ou
partimos de alguma premissa para enunciar uma quantidade de
pessoas.

Durante a discussdo do grupo-classe sobre as questdes da
atividade 1, enunciada acima, alguns alunos argumentavam, por
exemplo, que, ainda que a lei brasileira referente ao cddigo de transito
indique que em um “fusca” devemos transportar apenas cinco pessoas,
na realidade, esse ndimero pode variar, sem infringir a lei, quando o
carro transportar adultos com criancas de colo ou ainda mulheres
gravidas. (Diario, 2001)1.

11 Extraido do diario das pesquisadoras, autoras deste texto.
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A solucédo as questfes aparentemente simples deve considerar a
lei de dependéncia que atribuimos aos movimentos quantitativos e as
premissas que usamos para definir essa dependéncia, como discute
Caraca (1998). Assim, para dizer quantas pessoas estdo em casa, neste
instante de minha auséncia de 14, terei que dizer que pode estar uma
pessoa, pois quando sai ficou minha mae em casa. Mas, se ela também
tiver saido depois de mim ou se tiver chegado alguém, ndo posso mais
afirmar sobre o nimero de pessoas que estdo em casa agora, podendo
fazé-lo somente apo6s averiguar essas suposicoes. Porém como é possivel
acontecer varios movimentos de entrada e saida de pessoas, nada posso
afirmar com certeza a respeito do ndmero de pessoas que estdo em casa,
neste instante, estando eu ausente de l&.

Ora, se tudo esta em movimento, como responder exatamente a
minha idade? O numero de alunos da classe? Que horas sdo? Quantos
sdo os jogadores de um time de futebol? S&o perguntas que nos fazemos
no dia-a-dia e as fazemos porque subentendemos que tudo esteja em
movimento, que tudo esteja variando. Mas essas e outras perguntas, de
modo geral, ndo estdo presentes nas praticas escolares que mobilizam o
objeto matematico algebra e, por esse motivo, quando séo trazidas para
a cultura escolar matematica, provocam certo estranhamento nos
alunos, de modo que, num primeiro momento, estes as véem
demasiadamente faceis, talvez até desmerecedoras de sua capacidade
para questfes bem mais dificeis. Porém, em suas reflexfes, feitas apés
se depararem, durante o debate na classe, com a diversidade de
respostas possiveis a essas simples questfes, declaram terem verificado
que essas questdes mobilizaram aspectos do pensamento algébrico,
como variavel e campo de variacdo, sem que para isso tivessem que
decorar e exercitar “listas de expressfes algébricas™a.

Analisemos mais uma atividade de ensino proposta aos alunos,
nesta pesquisa. Esta atividade simula uma situacdo imaginaria,
considerando a necessidade que a civilizacdo egipcia teve, ha mais de
trés mil anos, de enumerar o desconhecido.

12 Informacdes retiradas do diario reflexivo das pesquisadoras.
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Estamos trés mil anos atras. Os escravos estao
trabalhando, carregando pedras para a construcdo da
piramide do farad. Na tenda do arquiteto Amon Toado,
encarregado geral da obra, chega o chefe do depodsito de
pedras:

- Mandou-me chamar, senhor?

- Sim, mandei, Tuc Anon. Preciso saber quantas pedras temos no deposito
para levantar a coluna mestra da piramide.

- Temos 60, senhor.

- Quantas pedras os escravos ja colocaram até hoje?

- 12, senhor.

- Tudo bem, Tuc Anon, pode ir embora.

- Com sua permisséao, senhor.

Amon Toado virou-se para 0S seus papiros e pensou:

- "Pois &, colocamos ja 12 pedras na coluna mestra. Temos, no depoésito, 60
pedras que podem ser usadas nessa coluna. Acontece que o faraé ainda
nao decidiu qual sera a altura de sua piramide. Dessa forma, ndo posso
indicar quantas pedras no total tera a coluna mestra. Porém, preciso
deixar escrita aqui no projeto a altura da pirdamide para que os
encarregados da obra fiquem com os dados registrados e ndo se
confundam. Este é o meu problema: como escrever a altura da coluna,
considerando as 12 pedras ja colocadas, as 60 pedras do depdsito que
podem ser usadas todas ou nao, e a altura que eu ainda desconheco?
Como escrever isso de forma matematica, quer dizer, da forma mais
simples possivel e utilizando a linguagem das quantidades, isto é, a
linguagem numérica?"

Pois é, pessoal, temos ai 0 problema do arquiteto das piramides:

Como escrever, utilizando a linguagem numérica, uma frase onde
apareca um numero desconhecido?
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Um episédio da resolucéo de um
grupo

Dialogo ocorrido em um dos
grupos

Aluna R: Quantas pedras?
Alguns alunos do grupo: Vai
depender da altura da piramide.
Aluna B: Gente, por incrivel que
pareca ndo consegui resolver
esse problema. Cheguei a
conclusédo que néo tenho
pensamento matematico.

Aluno C: Qual é o maximo que
podemos

colocar?

Alunos A e B:

60

Aluno C: Qual é o maximo de
altura?

Alunos AeB: 72

Aluna B: Essas 60 (pedras)
podem ser wusadas todas ao
mesmo tempo?

75

Aluna D: A altura no minimo é
12 mesmo e vai variando, mas
ndo no infinito; s6 até cobrir as
60 que tem no estoque. Entdo,
chamando de h a altura a gente
escreve h= 12 + x e X varia até
60.

Aluna B: Ainda varia... Deixa de
ser esnobe! Que 12 + 60 é altura
eu consegui. Mas nédo consegui
colocar ela variando...

Altura =60 + 12

Aluna P: O total nédo pode
passar de 72. Assim:

h sobras

(12  + X) + (60 - x) = 72
h= 72 - (60 - X)
h=72-60+x h=12 + x
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No episodiol3 acima, apesar das varias tentativas de solucao, o
grupo néo finaliza suas discussodes, decidindo por uma das trés solucdes
que cria; também nao percebe que deveria dar uma solucdo expressa
por uma frase, pois em suas trés solugdes usa uma expressao algébrica
simbodlica. Ira dar-se conta de que ndo atendeu a solicitacdo do
problema de somente expressar a solugdo em linguagem retérica no
momento da discussdo com o grupo classe apds todos os grupos
apresentarem as suas solucgfes-14

A resposta, “Vai depender da altura da piramide”, que alguns
alunos dao a pergunta da aluna R “Quantas pedras?” coloca, ja no inicio
da discusséao do grupo, a questdo fundamental do problema e o ponto de
partida para se discutir uma possivel resposta. Esta afirmacédo poderia
levar a conjecturas tanto sobre o valor maximo da altura como sobre o
seu valor minimo, pois a altura nao estando definida, ndo estara
definido, também, o valor minimo que esta podera assumir; por este
motivo, podera, entdo, ter um valor menor que doze pedras, nao
importando se essas ja estejam colocadas. Mas cogitar se a altura pode
ser uma variavel dependente nao foi o procedimento que ocorreu no
grupo, ndo obstante alguns alunos a tenham entendido desta forma.
Parece-nos que os alunos deste grupo se sentiam mais seguros em
cogitar solucbes, operando diretamente com os dados numéricos
disponiveis no enunciado do problema, pois o total de 72 pedras que
atribuem valora quantidade maxima da altura é calculado somando as
12 pedras, ja colocadas, as 60 pedras do estoque.

Mas a certeza de terem alcancado o valor da altura da piramide
por meio de um simples calculo de adicdo é desmontada pela pergunta
da aluna B: “Essas 60 (pedras) podem ser usadas todas ao mesmo
tempo?”, que encontra uma resposta na elaboracdo da aluna D, ao
formular uma equacéo que expressa a variacdo da altura h em funcéo
de x, com x variando “mas né&o no infinito; s6 até cobrir as 60 (pedras)
que tem no estoque”, como afirma a prépria aluna. Em sua formulacéo,
a aluna D considera a condicdo de ser 12 o valor minimo da altura.
Embora tenha chegado a uma solucéo plausivel, parece ter menos

13 Consideramos epis6dio o momento da atividade que contém o problema e o processo de
resolucdo dos alunos. O “Relato dos procedimentos do grupo” foi feito a partir do diario
reflexivo das pesquisadoras, ja referido neste texto.

14 Informacao extraida do diario reflexivo das pesquisadoras.
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dificuldade em modela-la mediante uma equacdo expressa em
linguagem simbédlica do que em expressa-la a partir da linguagem
retdrica, utilizando-se das palavras como solicitado pelo problema. Ou
seja, parece ser mais acessivel explicitar uma variacdo usando a variavel
letra.

Isto pode ocorrer porque as praticas escolares instituidas ou
mobilizam o pensamento de variacdo somente a partir de suas
representacfes simbélicas— seja na forma de uma equacdo ou
inequacao, seja na forma de uma fun¢cdo — ou o mobilizam somente em
linguagem retérica, das palavras, sem que seja feita uma relacao
adequada desta com uma representacdo formal. Dessa forma, uma
pratica escolar centrada no formalismo algébrico pode ter como
resultado uma aprendizagem que se manifesta pela tentativa de
adivinhar a formula para resolver um problema.

Enquanto elaboram a solucdo para o problema, os alunos
esquecem-se de analisar alguns elementos importantes, como:

1) o problema se passa no contexto da civilizacéo egipcia antiga, motivo
pelo qual a solugcdo deve ser expressa por uma frase, pois em suas
praticas de contagem ndo usavam expressfes algébricas andlogas as
atuais;

1) existe relacdo de dependéncia entre o numero de pedras e a
altura;

2) a altura néo esta definida;

3) € necessario estabelecer um campo de variacao para a altura.

Interpretamos como esquecimento porque, na discussdo do
grupo classe que foi posterior a discussdo dos pequenos grupos,
emergem consideracdes analogas as que arrolamos nos quatros

elementos citados acima.s

De modo geral, durante as discussfes Nos pequenos grupos
percebeu-se que a tendéncia dos alunos consistia em expressar 0
problema mediante uma equacdo, bem como em encontrar valores
numeéricos para a altura, utilizando-se de manipulacdes simbdélicas da
algebra, em alguns casos de forma parcialmente adequada, como no

15 Informacdes retiradas do diario reflexivo das pesquisadoras.

66



ZETETIKE — Cempem — FE — Unicamp — v. 16 — n. 30 — jul./dez. - 2008

exemplo da aluna D; em outros casos de forma confusa, como ocorreu
com a aluna P.

A partir da andlise que fizemos, consideramos que as respostas
dadas pelos grupos sdo formuladas a partir de crencas algébricas
construidas na escola béasica. As praticas escolares que mobilizam o
objeto matematico algebra, de modo geral, induzem a crenca de que a
expressao “valor desconhecido” esta sempre relacionada a incognita de
uma equacao. Tendo reconhecido o problema do farad como um
problema de solucao algébrica, os alunos recorrem imediatamente a
uma equacao, 0 que os leva, por decorréncia, a determinacdo de um
valor numérico da altura, porque entendem que é este o procedimento
de uma equacao. Por outro lado, ndo esta presente em suas discussfes 0
fato de a altura poder ser considerada uma variavel dependente de outra
variavel. Desta forma, os procedimentos dos alunos desta pesquisa para
resolver o problema da piramide do faradé sado indicios de que tiveram
pouco ou nenhum contato com praticas que mobilizam o objeto
matematico funcdo em contextos néo formais, como o do problema da
altura da piramide. Da mesma forma, esses procedimentos s&o indicios
de que as praticas escolares que mobilizaram o objeto matematico
algebra deram énfase a manipulacdo simbdlica da equacédo, com pouca
ou nenhuma discussdo sobre a interpretacdo do movimento e da
variavel como elementos que significam o pensamento algébrico da
forma como séo discutidos, por exemplo, por Caraca (1998).

A partir desta atividade, que tinha por objetivo a utilizacdo da
algebra retérica na solucdo de problemas de variacao, discutimos com o
grupo classe a importancia de trabalhar a linguagem matematica
através de palavras como uma estratégia didatica para a compreenséao
“da linguagem especificamente matematica para a qual séo escolhidas as
palavras que mais direta e claramente expressam 0S movimentos
numéricos” (Lima & Moisés, 2000, p. 28). Pensamos ser este um
caminho didatico possivel para proporcionar ao aluno a producao de
significados do objeto matematico algebra que lhe facam sentido de
modo que, ao resolver um problema algébrico, ndo se depare com a
incompeténcia algébrica da adivinhacdo de formulas.

Esta questdo sobre a linguagem matematica foi motivo de
discussdo — que n&o passou despercebida por alguns alunos — no

67



ZETETIKE — Cempem — FE — Unicamp — v. 16 — n. 30 — jul./dez. - 2008

grupo classelé. Trazemos as reflexdes de trés alunos sobre o assunto,
extraidas de seus diarios reflexivos.

A reflexdo de Sonia:

[...] Por que é tdo importante para o pensamento
matematico a criagdo de uma linguagem proépria? Acho
que ficaria muito dificil, ou até impossivel lidar com
equacdes, funcgdes, etc., com a retérica... A propria
necessidade fez com que se simplificassem as
sentencas matematicas e dai, a criacdo de sua propria
linguagem (Sonia, diario, 28/09/01).

A reflexdo de Bilax:

Por que é tdo importante para o pensamento
matematico a criacdo de uma linguagem propria? O
pensamento matematico tornou-se, no decorrer da
historia da humanidade, um componente fundamental
na vida do homem. Dessa maneira, sua proépria
evolucéo exigiu uma linguagem prépria, para poder ser
entendida por qualquer pessoa, isso porque a
linguagem retérica fica sujeita a interpretacdo, que
além de variar de pessoa a pessoa, vai variar 0s
significados de acordo com a regido, pela mudanca de
linguagens, de dialetos. (Bila, diario, 05/10/01).

A reflexdo de Coracao:s:

[...] pode ser ambigua e como devemos ter cautela na
escrita portuguesa da matematica. Notei como a
virgula, parénteses, ou seja, pontuagdes em geral
podem transformar o resultado matematico e, as vezes,
ndo damos a devida atencdo e importancia a isso.
Quantas criancas podem ter interpretado de diversas
maneiras um exercicio mal escrito, estando certas,
mas julgadas como erradas? (Coracdo, diario,
19/10/01).

Sonia e Bila parecem convencer-se de que a linguagem
matematica € uma construcgéo historica e foi tomando a forma que tem

16 Informacdes extraidas do diario reflexivo das pesquisadoras.
17 Pseuddnimo usado por uma das alunas no diario reflexivo.
18 Pseuddnimo usado por uma das alunas no diario reflexivo.
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hoje por uma necessidade de simplificagdo. Ambas justificam o processo
de formalizacdo dessa linguagem, alegando que o uso da linguagem
retérica dificultaria a comunicacdo dos objetos matematicos; Bila
acrescenta que dificultaria também a sua universalizacdo. Interpretamos
as reflexdes das duas alunas como indicios da necessidade que tiveram
de explicar para si a dificuldade que sentiram ao resolver o problema da
piramide, pois ndo o conseguiram expressar nem na linguagem retérica,
a partir das palavras, nem na linguagem da algebra simbdlica,
utilizando-se da variavel letra. O que quer dizer que, se nas praticas
escolares a aprendizagem da algebra néo for sustentada pela linguagem
retérica, podera ocorrer a mesma dupla dificuldade que os alunos
experimentaram para resolver o problema da piramide.

Vale a pena ressaltar que defendemos que a aprendizagem da
algebra considere a linguagem algébrica.

Aqui, a linguagem algébrica é composta pela palavra (linguagem
retérica); pela figura (linguagem geométrica); pelo “numeral” (linguagem
sincopada); e pela letra (linguagem simbodlica).

Assim, mesmo que a reflexdo apresentada acima tenha ocorrido
pelo fato de a construcdo histérica da linguagem algébrica ser uma
informacdo nova para as alunas, o destaque que lhe é dado em seus
diarios pode significar que a auséncia de uma abordagem sustentada
nesse processo histérico, na formacdo das alunas, pode ser um dos
motivos da dificuldade de explicar-se em linguagem retérica, das
palavras, um problema que nao esta incluido normalmente nas préaticas
escolares instituidas. E o fato de néo conseguir explica-lo em linguagem
retérica dificulta o entendimento de seu significado, quando
representado em linguagem simbodlica.

Ja, a reflexdo da aluna que se denominou Coracdo aponta para
os cuidados que deve ter uma pratica sustentada na utilizacdo da
linguagem retérica para expressar objetos matematicos. Se, numa
enunciacdo matematica em linguagem retérica, das palavras, nédo se
esta atento a pontuacdo correta, isso pode acarretar algum erro
matematico. Pode ser o caso de “um exercicio mal escrito”, que gera
equivocos na correcdo das respostas das criancas. Na verdade, a
resposta dada pela crianca pode ser condizente com o “exercicio mal
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escrito”, mas sera considerada errada, se a correcédo for feita com base
no exercicio escrito corretamente.

De qualquer forma, as reflexdes das trés alunas surgem em
decorréncia de se ter mobilizado o objeto matematico algebra em um
contexto atipico nas praticas escolares instituidas. O contexto é atipico,
pelo menos, por dois motivos: um, por constituir-se de uma situagéo
imaginaria situada num tempo historico real. Hogben (1970) revela que
a antiga civilizagdo egipcia em algum momento de sua histéria passou
pela necessidade de representar uma quantidade desconhecida, ou seja,
uma quantidade que variava e que por isso nao tinham como expressa-
la. Criaram, entdo a expressdo “aha”, para referirem-se a um valor
indefinido. O outro motivo da atipicidade do problema consiste em
solicitar uma resposta a um problema algébrico que seja expressa numa
frase em linguagem retdrica. Neste caso, a atipicidade fundamentada
nas referéncias tedricas que consideram, como no exemplo de Caraca
(1998), a fluéncia como base para a discussdo do pensamento algébrico
foi geradora das questdes que os alunos levantaram sobre a formacédo da
linguagem matematica, seja na histéria da algebra, seja nas praticas
escolares.

Algumas consideracdes

A analise dos procedimentos e das reflexbes dos alunos que
responderam as questdes das atividades da pesquisa nos proporciona
certo convencimento de que a abordagem — que denominamos légico-
histérica — dessas atividades, com enfoque no desenvolvimento dos
nexos conceituais da dalgebra, possibilitou discussfes fundamentais
sobre a constituicdo do conceito de variavel (palavra, numeral, figura e
letra) e campo de variacdo; sobre a constituicdo da linguagem
matematica e sua repercussdo nao s6 na producado de significados que
facam sentido para o aluno, como também no modo de resolver um
problema algébrico atipico as praticas escolares instituidas.

O novo gue a pesquisa traz sdo os significados produzidos pelos
alunos da disciplina sobre esses nexos conceituais algébricos e os
indicios da relacao desses significados com as praticas escolares. Esse

19 Lembramos que neste texto reportamos a discussao sobre apenas duas das atividades
utilizadas na pesquisa.
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conjunto de elementos produzidos pela pesquisa pode sustentar novas
bases para as praticas que mobilizam o objeto matematico algebra.

Na atividade 1, que problematiza movimentos quantitativos de
senso comum, como € o caso de perguntar “qual é sua idade?”,
convidam-se os alunos a pensar sobre as respostas prontas e absolutas
as perguntas presentes no nosso dia-a-dia. No decorrer do processo de
discussdo entre os pares e no grupo classe, mediado pelas
pesquisadoras, vai-se configurando uma outra visdo de abordagem
dessas questdes. Os alunos desnaturalizam as respostas prontas e as
recompdem, relativizando suas afirmagdes. Como tudo interdepende e
tudo esta em movimento, absolutizar movimentos da vida diaria e
reduzi-los a uma Unica resposta numeérica, reduzi-los aquela resposta
gue se mostra de imediato como Unica e verdadeira pode conduzir a
uma visao de “mdao Unica” dos movimentos da vida. Este modo de
pensamento gradativamente instituido por determinadas praticas
escolares tem pouco ou nenhum espaco para a criagcdo, para o
estranhamento, para a admiracdo. N&do pergunta nem questiona o que é
considerado natural. Esta é uma viséo estéatica e ndo fluente das coisas
e dos fenébmenos.

Como tudo estd em movimento, tudo interdepende, nenhum
conhecimento de alguma coisa é um conhecimento acabado e absoluto,
nao é plausivel interpretar um movimento atribuindo-lhe um dnico
ndamero, mas é possivel compreendé-lo dentro de um campo de variagéo.
Se tudo interdepende, é coerente relativizar as afirmacgfes a respeito das
coisas e dos fendmenos da realidade. Mesmo para respondermos a uma
simples pergunta como “Qual o preco de um paozinho?”, é coerente
relativizar a resposta aos diferentes tipos de p&o que se conhecem.

Nas primeiras aulas, percebemos que o conhecimento dos alunos
sobre a algebra estava relacionado aos aspectos perceptiveis da algebra
simbdlica, a qual prioriza a variavel letra. Para todos os problemas que
Ihes foram propostos, diziam que era preciso encontrar o valor do X, sem
mesmo saber enunciar em linguagem retdérica o que do problema em
questdo o x estaria representando. O x lhes aparece como se fosse uma
tecla que conduz automaticamente para a solucédo do problema.

As atividades de ensino que propusemos n&o exigiam uma
resposta que considerasse a variavel letra, ou seja, a algebra simbdlica;

71



ZETETIKE — Cempem — FE — Unicamp — v. 16 — n. 30 — jul./dez. - 2008

ao contrario, as respostas teriam que ser construidas e elaboradas a
partir de enunciac¢fes individuais para, em seguida, serem repensadas e
discutidas nos pequenos grupos. Ha aqui uma outra concepc¢ado de
ensino que considera trés movimentos: 1) a relatividade do
conhecimento; 2) a flexibilidade do conhecimento e 3) a totalidade dos
sujeitos envolvidos.

Percebemos que as atividades que exigiram certa dose de
criatividade trouxeram-lhes dilemas, como no problema da altura da
pirdmide, em que, embora tivesse formulado diferentes soluc¢bes, o grupo
nao se decidiu por nenhuma especificamente. Nesse exemplo, vemos que
os alunos discutem suas solugdes, mas ndo percebem que a pergunta do
problema é diferente daquela que tentam responder. Talvez pela forma
atipica da pergunta, eles a desconsideram e se lhes faz presente uma
pergunta escolarmente familiar para este tipo de problema, “qual é a
férmula para a altura?”, pergunta esta nao feita, mas por forca do
hébito, ouvida, pois é ela que conduz a discussédo no grupo. Embora
encontrem trés solucdes diferentes para o problema, a pergunta que
abre a discussdo no grupo é a mesma que fecha: “quantas pedras?”.
Giram, assim, em circulo, talvez porque nao consigam se desprender de
moldar o problema com o formato da algebra simbélica. Ficam presos a
variavel x, mostram que estdo acostumados ao uso das letras, mas nao
sabem exatamente como usa-las para modelar o problema da piramide.

As discussfes feitas em sala de aula permitiram aos alunos
perceber que ha outras perspectivas para ensinar os conteudos
matematicos. Ha outras dindmicas que podem freqlientar a sala de aula.
A perspectiva abordada envolve a mobilidade do pensamento, a
relatividade do objeto mateméatico. As verdades podem ser
gquestionadas a qualquer momento. A fluéncia faz parte da instabilidade
das respostas tanto daquele que aprende quanto daquele que ensina.

Ha mudancas explicitas em alguns alunos, que as manifestam
em seus diarios reflexivos. Essas mudancas podem ser comprovadas a
partir dos gestos, dos tons de voz, das discussdes “acaloradas”, das idas
a bibliotecas, da resolucdo das atividades (Diario, 2001, das
pesquisadoras). Alguns alunos percebem mudancas em suas concepcgdes
sobre a matematica, como é o caso da aluna Mudanca, que assim se
denominou por se perceber mudando:

72



ZETETIKE — Cempem — FE — Unicamp — v. 16 — n. 30 — jul./dez. - 2008

Como disse durante a aula, estou me sentindo
roubada. Como a escola tradicional, a eterna aplicacao
de regras, sem o0 entendimento do processo e da
origem dessas férmulas pode levar as pessoas a
perderem o vinculo com a compreensdo, com a
realidade, com a vida. Se a minha histéria escolar
fosse diferente, se eu tivesse entendido a matemaética,
ao invés de decorar regras, a minha vida hoje seria
diferente? Posso afirmar, com certeza, que sim,
principalmente com relagdo ao meu auto-conceito,
minha auto-estima. Estou muito contente em comecar
a conhecer a matemética agora, e ao mesmo tempo,
triste por ser tdo tarde. Ainda ha tempo, espero!
Agradeco. (Mudanca, diario, 28/09/2001).

Percebemos certa regularidade no modo de transformacéo dos
sujeitos: a incomodacdo com a verdade imposta, com o0 movimento e
com a ambigliidade. E a partir dessa incomodacdo que a maioria dos
alunos faz relacfes tanto com a forma como aprenderam algebra, quanto
com as consequéncias que essa aprendizagem trouxe para sua visdo de
mundo e profissional.

A contribuicao principal desta pesquisa para o ensino de algebra
no ensino basico reside no fato de que ter como base uma pratica que
mobilize o pensar sobre o movimento das coisas e dos fenbmenos
sustenta a producdo de significados de variavel, de variaveis
dependentes, de campo de variacdo de variacdo e de suas respectivas
representacfes simbélicas. E, ainda, que este tipo de pratica mobiliza,
também, uma avaliacdo do aluno sobre as implicacdes possiveis que
uma abordagem no ensino de algebra pode ter ndo s6 para a concepcéao
de éalgebra e de matematica como também para uma determinada viséo
de mundo por parte do aluno.
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