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Resumo

Neste artigo discutem-se aspectos didaticos da abordagem frequentista da probabilidade por meio de simulacéo
computacional. Para tanto, utilizamos um applet que simula o jogo franc-carreau. Os dados para discussdo foram
colhidos em oficina para professores. O referencial tedrico abrangeu a teoria das situagdes didaticas, de Brousseau
e 0 modelo de letramento probabilistico, de Gal, adotando-se pressupostos baseados na engenharia didatica de
segunda geragdo como metodologia de pesquisa, uma vez que o objetivo era relacionado a formacao continuada
de professores. Nos relatos dos professores sobre atividades que trabalhavam com o enfoque frequentista,
observamos que a manipulacdo das frequéncias relativas acumuladas em uma planilha Excel mostrou-se
relativamente propicia para superar dificuldades no uso de tecnologias, abrindo possibilidades de ampliacdo de
aspectos do letramento probabilistico, com reflexdes e discussdes sobre sua aplicagdo na educacdo basica e
superior.
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Abstract

This article discusses didactic aspects of the frequentist approach to probability through computer simulation,
with the aid of an applet that simulated the franc-carreau game. Data for discussion were collected from a
workshop for teachers. Brousseau’s theory of didactic situations and Gal’s probabilistic literacy model constituted
the theoretical framework, along with premises based on second-generation didactic engineering as a research
method, given that our objective addressed teachers’ continuing education. Participants’ reports on activities
dealing with the frequentist approach revealed that using an Excel spreadsheet to handle cumulative relative
frequencies proved relatively useful to overcome difficulties in the use of technologies, expanding the possibilities
for addressing aspects of probabilistic literacy, with reflections and discussions on its application to basic and
higher education.
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Introducéo

O século 21 estd imerso em um complexo mundo tecnoldgico orientado por dados.
Alfabetizar para a cidadania e preparar para o trabalho exigem tornar os alunos aptos a tomar
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decisOes baseadas em dados, analisar, inferir e prever, 0 que requer conhecimentos
probabilisticos. Por outro lado, tecnologia e jogos sdo areas em que os alunos se mostram
interessados nos dias de hoje. A probabilidade tem ampla gama de aplica¢cBes em muitas areas
de conhecimento (como fisica, economia, meteorologia, genética, seguros). Reunir tecnologia
e jogos na abordagem da probabilidade, como parte da propria estrutura dos objetivos de
aprendizagem de disciplinas diversas — matematica entre elas —, pode revelar-se vantajoso para
professores e alunos.

Discutiremos aqui aspectos da simulacdo computacional do jogo franc-carreau
(Badizé, Jacques, Petitpas & Pichard, 1996), proposto pelo matematico e naturalista francés
George-Louis Leclerc (1707-1788), Conde de Buffon, que consiste no lancamento de uma
moeda sobre um piso de ladrilhos quadrados. A atividade foi utilizada em uma oficina para
professores que ensinam matematica na escola basica e no ensino superior, utilizando um
applet de acesso gratuito (Erdrich, s.d.), incluido no software GeoGebra (s.d.). O applet permite
tanto a manipulacdo da “moeda” dentro do “ladrilho” como o langamento dessa “moeda” tantas
vezes quantas se queira. Vence 0 jogo quem obtiver a posicao franc-carreau, ou seja, a moeda
imobilizada dentro de um dnico ladrilho.

Objetivo

Discutiremos o desenvolvimento do letramento probabilistico nos termos de Gal (2005)
e 0 papel da simulagdo computacional para viabilizar tal insercdo da probabilidade no ensino
de matematica. Ao longo de sua obra, Gal aponta a necessidade de que o mundo real faca parte
do pensamento, o que inclui as coisas pensadas, avaliadas e valorizadas na escola, e para que
iSso ocorra é necessario que o letramento seja desenvolvido tanto em adultos quanto em jovens
em idade de escolarizacdo. Gal (2005) fornece exemplos de como as percepces de
probabilidade podem ser afetadas pelo contexto, o que inclui o conhecimento de mundo, as
disposic¢des pessoais, a interpretacdo de frases relacionadas a probabilidade ou a capacidade de
entender, manipular e analisar criticamente o contetido quantitativo de informagdes dadas ou
implicitas.

Concordamos com Gal (2005) quando aponta que os contextos incluem, entre outros, a
compreensdo de variacdo e a familiaridade com graficos e com algumas estatisticas descritivas,
bem como quando salienta que:

[...] o conhecimento da probabilidade é de relevancia, principalmente para o
funcionamento em situacOes pessoais, comunitarias e sociedade, onde situacdes exigem
interpretacéo da probabilidade, declaracGes, geracéo de julgamentos de probabilidade
ou tomada de deciséo. (p. 49)

Silva (2018, p. 51) destaca que:

E necessario que os adultos conhecam a nocao de aleatoriedade, compreendam que os
eventos variam em seu grau de previsibilidade ou independéncia, mas também
entendam que alguns eventos sao imprevisiveis (e, portanto, que a concorréncia de
certos eventos nao significa que eles estdo necessariamente relacionados ou causam uns
aos outros).
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Mais adiante, trataremos mais detalhadamente dos componentes do letramento
probabilistico nos termos de Gal (2005), ao discutirmos nossos referenciais tedricos e
metodoldgicos.
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Algumas pesquisas

No Brasil, a importancia de incluir contetdos relativos a probabilidade esta expressa
em documentos oficiais como os Parametros Curriculares Nacionais de Matematica do Ensino
Fundamental (MEC, 1998) e a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) (MEC, 2018).
Ambos explicitam que uma das finalidades do estudo da probabilidade € que o aluno
compreenda que muitos dos acontecimentos do cotidiano s&o de natureza aleatoria e que é
possivel identificar seus possiveis resultados. A BNCC (MEC, 2018, p. 274) prescreve que 0S
alunos participem de atividades em que “facam experimentos aleatérios e simulacdes para
confrontar os resultados obtidos com a probabilidade tedrica — probabilidade frequentista” e
frisa que essas atividades devem compor o “céalculo de probabilidade por meio de muitas
repeticbes de um experimento (frequéncias de ocorréncias e probabilidade frequentista)”
(MEC, 2018, p. 304).

Coutinho (2001) ja apontava a importancia da articulagdo entre o enfoque classico e 0
frequentista, sendo que o primeiro focaliza a razdo entre o0 nimero de sucessos e numero total
de casos quando o espaco amostral é equiprovavel, enquanto o segundo, por Bernoulli (1713),
enfatiza o valor em torno do qual a série de frequéncias relativas acumuladas do evento se
estabiliza.

Nesse cenario, pesquisadores como Lopes (2007), Silva e Cazorla (2008), Fernandes,
Correia e Contreras (2013), Carvalho (2015) e Batanero, Contreras, Diaz e Cafiadas (2013) tém
se dedicado a trabalhos que envolvem conceitos de probabilidade, indicando possibilidades de
ensino e aprendizagem. No entanto, a probabilidade é topico que os alunos tém dificuldade em
aprender (Ben-Zvi & Garfield, 2004; Koparan & Kaleli Yilmaz, 2015). Segundo Koparan e
Kaleli Yilmaz (2015), o uso de atividades de aprendizado envolventes no ensino de
probabilidade tem tido efeito positivo para o conhecimento matematico dos alunos em varios
paises, além de melhorar as habilidades de pensamento. Giirbiiz (2008) advoga o uso de
computador em atividades e jogos como apoio para o ensino de probabilidade, juntamente com
as diferentes técnicas de ensino que esse ambiente de tecnologia pode proporcionar.

Referencial tedrico e metodolégico

A pesquisa em que se apoia este artigo se desenvolveu a luz da teoria das situagoes
didaticas (Brousseau, 1986), tendo como metodologia 0s pressupostos da engenharia didatica
de segunda geracéo — engenharia didatica para formacéo, nos termos de Perrin-Glorian (2009).
Ja discutindo tais referenciais no contexto da oficina desenvolvida sobre probabilidade
geométrica, apresentaremos as especificidades que foram trabalhadas e sua fundamentacéo.

Na situacdo adidatica (Brousseau, 1986) construida para a pesquisa, a fase de devolugédo
ocorreu ao se apresentar aos 20 professores participantes da oficina o problema de célculo de
uma probabilidade em contexto geomeétrico envolvendo o jogo franc-carreau.
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Quanto as dialéticas de acdo, formulacdo e validacdo, ao entrar em contato com o jogo
0s participantes recorreram a seus conhecimentos para construir estratégias proprias para
resolver o problema de estimar ou calcular a probabilidade procurada: a de que a moeda se
imobilizasse na posicao franc-carreau, ou seja, imobilizar-se dentro de um unico ladrilho. O
comportamento natural consequente € a verbalizacdo para o parceiro, como tentativa de
explicar a estratégia formulada e de convencimento. Tal verbalizacdo configura o segundo
componente da dialética que se estabelece entre a fase de acdo e a de formulagéo, passando a
sofrer também os efeitos da fase de validacdo agindo nessa dialética — ou seja, os participantes
buscam validar seus resultados por meio dos proprios conhecimentos. Por exemplo, comparam
resultados entre si e verificam se seus resultados sdo menores que 1, entre outras ferramentas
de validacéo disponiveis como conhecimentos estabilizados.

A ultima fase da situacdo é a de institucionalizacdo, na qual se discutiu o conceito de
probabilidade e seus enfoques classico e frequentista e o papel da simulacdo computacional na
estimacdo da probabilidade frequentista. Os aspectos didaticos para a abordagem desses
conceitos em sala de aula do ensino médio também puderam ser discutidos e sistematizados
com os professores nessa fase de institucionalizacdo. (Os detalhes do efetivamente realizado
séo apresentados mais adiante.)

O objetivo da oficina foi também de fornecer aos professores recursos didatico-
pedagOgicos para suas aulas, 0 que caracteriza a utilizagdo dos pressupostos de uma engenharia
didatica de segunda geragdo, nos termos de Perrin-Glorian (2009), que expde que em uma
engenharia didatica de segunda geracdo (que ela designa por engenharia didatica de formacao
— EDF) o controle tedrico é realizado nas seguintes dimensoes:

e Anadlise do saber: No presente artigo, apresentamos o enfoque frequentista tal como
desejamos abordé-lo, assim como a ferramenta de simulacéo utilizada.

e Definicdo da situacdo, do milieu: Neste item, Perrin-Glorian (2009) admite concessfes
a EDF, dadas suas especificidades — e aqui trabalharemos com pressupostos de uma
EDF. Destacamos, porém, que o milieu é principalmente constituido pelos
conhecimentos especificos dos professores participantes, por seus conhecimentos
didaticos desse conteudo, pelos conhecimentos dos professores parceiros (pois
trabalharam em duplas) e pelos conhecimentos disponiveis nas ferramentas
computacionais (simulador e planilha eletrénica com comandos pré-estipulados).

e Conhecimentos sobre os professores participantes: Pelas fichas de inscrigéo,
conheciamos apenas os niveis de escolaridade em que lecionavam matematica.

e Papel do professor (neste caso, as pesquisadoras-autoras deste artigo): Neste item,
Perrin-Glorian (2009) destaca a necessidade de caracterizagéo das situacdes de forma
mais clara e mais leve. Em nossa oficina, optamos por agir como mediadoras,
intervindo em cada dupla apenas para elucidar duvidas especificas e fazendo
institucionalizacGes locais sempre que necessario.

e Restri¢des institucionais: Nas discussdes com os professores, focalizamos também
situagBes em que ndo dispusessem de laboratdrios de informatica para suas aulas, casos
estes em que poderiam usar outros simuladores disponiveis em smartphones.
Discutimos mesmo a possibilidade de recorrerem ao uso de simulagdes mecénicas, nas
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quais se utilizariam da soma dos resultados dos langamentos realizados por cada um
de seus alunos, para obter um total de repeti¢Ges aceitavel do ponto de vista do enfoque
frequentista da probabilidade.

O letramento probabilistico

Tanto Caberlim (2015) como Silva (2018) discutem o letramento probabilistico em
situacBes de simulacdo computacional, constatando as contribuicdes efetivas desse recurso
para o desenvolvimento das competéncias e habilidades que constituem esse letramento. Em
seus trabalhos, consideram o modelo proposto por Gal (2005).

Para Gal, o letramento probabilistico é fundamental e concordamos com sua visdo
quando afirma a importancia da atencdo que devemos ter para com as demandas do mundo
real, embora estas ndo devam “ser o unico fator influenciando o planejamento curricular ou as
praticas docentes”, mas sim “ser parte das consideracdes que guiam o que deve ser planejado,
ensinado, avaliado ¢ valorizado na sala de aula” (Gal, 2005, p. 39).

O letramento probabilistico se compde de conhecimentos e disposices que sao
mobilizados pelo sujeito de forma articulada, e para enunciar esses elementos Gal (2005) se
apoia na mesma logica que empregara na construcao de seu modelo de letramento estatistico
(Gal, 2002): cinco elementos de conhecimento e trés disposicionais.

Sao elementos de conhecimento:

grandes ideias (aleatoriedade, independéncia, preditibilidade/incerteza);
célculo de probabilidades (formas de encontrar ou estimar a probabilidade de eventos);
linguagem (os termos e métodos usados para comunicar sobre chances);
contexto (compreensdo do papel e implicacbes de resultados probabilisticos e
mensagens em varios contextos e em discursos pessoais e publicos);

e (uestbes criticas (questbes para se refletir quando se lida com probabilidade). (Gal,

2005, p. 46)

Séo elementos disposicionais:

e postura critica;

e crengas e atitudes;

e sentimentos pessoais em relacdo a incerteza e risco (por exemplo, aversdo ao risco).
(Gal, 2005, p. 46)

Observando esses oito pontos em relacdo a simulagdo do jogo franc-carreau, podemos
identificar contribuigdes para o desenvolvimento do letramento probabilistico dos sujeitos.
Coutinho (2001) e Caberlim (2015) observaram esse fato com alunos do primeiro e do segundo
ano do ensino médio, respectivamente. Atualmente estamos em vias de desenvolver um
trabalho com professores de matematica em formagéo inicial e em formacéo continuada, tanto
em formato presencial quanto a distancia.

Particularizando para o jogo franc-carreau em nossa analise a priori, temos 0s
seguintes pontos:

e Grandes ideias: A cada lancamento da moeda o sistema retorna a seu estado inicial, o
que torna os lancamentos independentes e pseudoaleatorios (um algoritmo gera uma
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posicdo para o centro da moeda aleatoriamente). Inexiste possibilidade de calcular ou
determinar a posi¢do exata que resultara do langamento.

e Calculo de probabilidades: Pode-se estimar a probabilidade do evento franc-carreau
pela observacdo da estabilizag&o das frequéncias relativas acumuladas (probabilidade
a posteriori ou frequentista) ou pela consideracdo das medidas fornecidas pelo sistema
(probabilidade a priori). No sistema que estamos apresentando, o célculo a priori
resulta 0,36, enquanto a estimacdo frequentista pode ser estimada por 0,35 ou por
valores superiores.

e Linguagem: Utilizacdo de linguagem acessivel, por exemplo designando a atividade
como jogo de moedas, de lajotas, de rejuntes, de imobilizacéo, de probabilidades, de
estabilizacdo de frequéncias.

e Contexto: A utilizacdo de contexto de jogos € bastante usual tanto na escola como na
vida cotidiana dos alunos e de professores, como apontam diversos estudos, entre eles
o de Rodrigues (2018), que relata que os professores que participaram de sua pesquisa
reconhecem a aleatoriedade mais facilmente em jogos que em outros contextos.

e Questdes criticas: O jogo franc-carreau se originou no seculo 18, periodo de problemas
sociais devidos a uma pronunciada adiccao a apostas. A atividade envolvendo esse jogo
pode propiciar um momento de debate sobre a criticidade, a cidadania, o papel das
relacdes sociais e o papel social e econémico dos jogos na vida atual.

e Postura critica: O debate acima mencionado pode promover postura critica frente a
situac@es de jogo.

e Crencas e atitudes: A simulacdo computacional de um jogo favorece em menor grau a
manifestacdo de crencas e de atitudes ligadas a estas do que a manipulagéo de objetos
fisicos para a realizacdo do jogo (neste caso, a manipulacdo da moeda).

e A aversdo ao risco pode ser percebida em simulacdes que permitem manipular os
parametros do jogo, como o raio do circulo que representa a moeda e o lado do quadrado
que representa o ladrilho. Nesses casos, podem ser observadas agdes que buscam
minimizar o raio e maximizar o lado, de forma a garantir a ocorréncia da posicéo franc-
carreau.

DOI: 10.20396/zet.v28i0.8656869

A simulacdo que apresentamos permite portanto trabalhar com cada um dos elementos
apontados por Gal (2005) para constituicdo do letramento probabilistico. Tal trabalho
dependera, decerto, das préaticas do professor responsavel pelo contetdo na sala de aula.

O papel da simulagéo para a probabilidade escolar em ambientes de jogos

Vérios pesquisadores propdem o uso de computador no ensino e aprendizagem de
conceitos que mobilizam probabilidade, de modo a facilitar o entendimento de aspectos
abstratos ou de mais dificil apreensdo (Mills, 2002; Girbiiz, 2008). Batanero e Diaz (2007)
advogam que os alunos facam simulacfes que os ajudem a resolver problemas simples de
probabilidade. Borovcnik e Kapadia (2009) consideram que combinar simulacéo e tecnologia
constitui a estratégia mais apropriada para focalizar conceitos e reduzir calculos técnicos.
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Citando estudo de Heitele de 1975, Fernandes, Batanero, Contreras e Diaz (2009, p.
162) destacam que:

Através da simulacdo pomos em correspondéncia duas experiéncias aleatorias
diferentes, com a condicdo que a cada acontecimento elementar da primeira experiéncia
lhe corresponda um e sé um acontecimento elementar da segunda, de forma que os
acontecimentos postos em correspondéncia em ambas as experiéncias sejam
equiprovaveis.

Além dos pontos positivos do uso de simulacdo computacional, esses autores também
apontam pontos negativos, tais como o fato de que a perspectiva frequentista abordada pela
simulagéo ndo considera outras visdes do conceito de probabilidade e proporciona apenas uma
estimativa do valor teérico de probabilidade, que eventualmente pode se afastar do verdadeiro
valor caso o numero de experiéncias seja pequeno. De fato, esse € um problema que
observamos com certa frequéncia em livros didaticos brasileiros que, quando adotam enfoque
frequentista, o fazem a partir de um nudmero insuficiente de repeticdes do experimento
aleatorio, como constata Coutinho (2013). Analisando trés colecdes didaticas, Carvalho, Silva
e Paraiba (2016) detectaram que cerca de 87% das atividades que versam sobre probabilidade
envolvem o significado classico desta. Destacam também que, dentre as 156 atividades
encontradas, apenas trés se situam em contexto geométrico. Para estes pesquisadores:

[...] ndo se apresentam aos estudantes atividades explicitas de experimentacdo que
permitam transitar desde o experimental ao tedrico, ou seja, uma articulagéo coerente

entre o significado frequentista e o classico, como o caso do lancamento de dados,
registro em tabelas e seguir para a construcgdo grafica. (Carvalho, Silva & Paraiba, 2016,

p.8)

Mas o que seria um numero suficientemente grande? Basta lembrarmos a definicéo
dada por Ventsel (1962) em Théorie des probabilités, de que a probabilidade ndo pode ser outra
sendo o numero ao redor do qual os valores da série das frequéncias se estabilizam. Em termos
atuais: P(A) = AI_I)’EIO Fr,(A).

Como o valor da probabilidade é Unico (ver definicdo axiomatica), o enfoque
frequentista nos fornece o mesmo valor para P(A), qual seja: P(4) = —————22__ 'sendo 0

n.total de casos
espaco amostral equiprovavel, que é a definicdo proposta por Pascal e Fermat, a qual,

axiomatizada por Laplace (1814) em seu Essai philosophique sur les probabilités, é utilizada
até hoje nas escolas.

O jogo

O jogo franc-carreau consiste em estabelecer o tipo de ladrilho e realizar efetivamente
os langcamentos de uma moeda previamente escolhida. (Fixa-se o valor da moeda, uma vez que
o raio do circulo que a representa influenciara a probabilidade procurada.) A manipulacdo da
moeda deve também permitir a construcdo de uma hipo6tese para o valor da probabilidade
procurada, mesmo se tomarmos medidas genéricas: um ladrilho quadrado de lado a e uma
moeda de raio r. A manipula¢do da moeda dentro desse ladrilho permite a visualizagdo de
possiveis estratégias para a resolucdo do problema proposto (Figura 1).
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Figura 1. Esquema de solucéo do jogo franc-carreau.
Fonte: as autoras.

Ao visualizar a relacdo entre o raio r da moeda e o lado a do quadrado (ladrilho), o
aluno percebe se o centro da moeda se localiza no interior do quadrado EFGH ap0s
imobilizacdo, obtendo-se a posicdo franc-carreau, o que permite ao aluno construir a relacéo
derivada do segundo principio enunciado por Laplace (razdo entre 0 nimero de sucessos € 0

numero total de casos), adaptada a probabilidade geométrica: sendo FC a posicdo franc-
area de EFGH
area de ABCD
problemético para alunos que cursavam o segundo ano do ensino médio, confirmando o

observado por Coutinho (2001) em alunos do primeiro ano desse nivel de ensino. Tal estratégia
é um tipo de validacdo dos resultados observados na simulagdo, apresentada apos esta se¢éo,
tal como afirma Coutinho (2001) — ou seja, se consideramos a dialética de acdo-formulacéo-
validacdo discutida quando apresentamos a situacdo adidatica, a comparacdo entre a
observacao da estabilizacdo de série de frequéncias acumuladas (enfoque frequentista) e o valor
obtido no calculo a priori (enfoque classico) configura-se como ferramenta de validacéo eficaz.

carreau, entdo P(FC) = . Caberlim (2015) constatou que tal procedimento n&o foi

Para que possamos estimar a probabilidade de se obter a posicdo franc-carreau,
precisamos observar o valor em torno do qual as frequéncias relativas acumuladas se
estabilizam, nos termos propostos por Ventsel (1962). Para tanto, foram realizadas 25
repeticbes com 40 lancamentos cada uma, de forma a totalizar 1.000 lancamentos da moeda,
que € um valor estatisticamente aceitavel sob Gtica didatica, ja que o nimero de repeticdes
tende a infinito, segundo definicdo frequentista de probabilidade. Vale ressaltar que em termos
pragmaticos, a estabilizacdo é observada a partir de 1000 repeticGes.
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Tabela 1. Resultados da simulacdo de 1.000 lancamentos da moeda no jogo franc-carreau.

Frequéncia
Lancamentos Sucessos relativa
Langcamentos Sucessos
acumulados acumulados acumulada
(sucessos)

40 40 4 9 0,225
40 80 5 23 0,2875
40 120 4 33 0,275
40 160 4 47 0,29375
40 200 3 55 0,275
40 240 10 70 0,291666667
40 280 5 84 0,3
40 320 9 100 0,3125
40 360 4 109 0,302777778
40 400 7 123 0,3075
40 440 4 133 0,302272727
40 480 11 151 0,314583333
40 520 7 161 0,309615385
40 560 8 180 0,321428571
40 600 2 185 0,308333333
40 640 6 199 0,3109375
40 680 8 218 0,320588235
40 720 7 231 0,320833333
40 760 6 245 0,322368421
40 800 7 258 0,3225
40 840 8 279 0,332142857
40 880 5 294 0,334090909
40 920 7 309 0,335869565
40 960 7 328 0,341666667
40 1000 12 352 0,352

Fonte: as autoras.

Construir um gréafico de linha (Figura 2) facilita perceber a estabilizacdo das frequéncias
relativas.

0,4
0,35
0,3
0,25
0,2
0,15
0,1
0,05
0

O O O 0O O O 0O O O O O 0O O O O O O O O O O O 9O O O
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Figura 2. Frequéncias relativas acumuladas.
Fonte: as autoras.
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Podemos observar que o grafico tende a se estabilizar em torno de 0,34, mas para
melhor resultado seria necessario haver mais langcamentos, o que em sala de aula nem sempre
se viabilizaria. No caso de um sistema computacional suficientemente potente, poderiamos
esperar que se efetuassem 3.000 ou mais repeticbes da experiéncia aleatéria que se quer
simular. Observemos que assumir simplesmente o valor observado para a frequéncia relativa
ao final das 1.000 repeticbes do experimento ndo reflete necessariamente o valor da
probabilidade procurada, pois o gréfico de linha (Figura 2) indica ndo haver ainda estabilizacéo
suficiente para uma estimativa eficaz.

Efetuar 2.000 langcamentos torna mais clara a estabilizacdo das frequéncias relativas
acumuladas em torno de 0,35 (Figura 3), sem necessidade da resolucédo analitica, tal como nos
aponta Biehler (1991). Destacamos inclusive que a estabilidade é observada a partir das 1.000
repeticdes, como evidencia a Figura 3.

0,4
0,35
0,3
0,25
0,2
0,15
0,1
0,05
0

20
80
140
200
260
320
380
440
500
560
620
680
740
800
860
920
980
1040
1100
1160
1220
1280
1340
1400
1460
1520
1580
1640
1700
1760
1820
1880
1940
2000

Figura 3. Estabilizacdo das frequéncias com 2.000 langamentos da moeda (simulag&o).
Fonte: as autoras.

O mais usual é que cada aluno realize determinado numero de repeticGes e o professor
organize a tabela somando os resultados de todos os alunos, de forma a atingir o maior nimero
possivel de repeticdes do experimento aleatério como um todo — no caso, o lancamento da
moeda com verificacdo de sua posicdo no ladrilho apos sua imobilizacéo.

Observemos também que a simulacdo por meio desse applet ndo requer dominio do
software GeoGebra. Tal dominio, porém, permitiria ao professor construir outras simulages
para utilizar com seus alunos.

Discussao dos resultados

Os participantes da oficina comegaram a fazer os lancamentos no applet, cuja interface
em francés lhes foi traduzida. A principio ndo encontraram dificuldade em manusear e
identificaram todas as informacdes que a interface oferece (Figura 4).
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Figura 4. Informacdes da interface do jogo franc-carreau fornecidas aos participantes em material impresso.
Fonte: as autoras.

Os participantes iniciaram as simula¢es com 10 séries de 20 lancamentos e perceberam
que estas ndo seriam suficientes para estabilizar a série de frequéncias relativas, como ja
esperavamos (Tabela 1) em nossa analise a priori, pois as frequéncias relativas variavam
grandemente entre os lancamentos, além do fato que a estabilizacdo da série de frequéncias
relativas € mais perceptivel para intervalos menores, até mesmo unitéarios, conforme Ventsel
(1962). Em seguida fizeram langamentos de 40 em 40 e identificaram a necessidade de
aumentar tanto o numero de observacBes quanto a quantidade das séries, concluindo que
lancamentos de 100 em 100 seriam suficientes para uma estabilizacdo. Novamente, a percep¢ao
da necessidade de um maior nimero de repeticdes da experiéncia aleatoria concorda com nossa
analise a priori, ao passo que o intervalo entre as observacfes € contrario ao que esperavamos.

A maioria dos participantes considerou o applet de facil compreenséo, e parece ter sido
consenso o0 que uma das duplas expressou em seu relatorio final:
Dupla A: O applet é de facil aplicacdo. As justificativas dos resultados apontados ficam

mais evidentes quando expostas no Excel que interpreta os célculos das frequéncias
relativas e acumuladas, e expde os resultados comparativamente.

Estes participantes afirmaram que o jogo € insuficiente para evidenciar o calculo da
probabilidade pelo enfoque frequentista e que a associacdo entre calculos, tabelas e graficos é
que lhes permitiu alcangar compreensédo. Tal conclusdo somente foi alcancada no final da
oficina, pois em seu decurso percebemos que esses participantes duvidavam se a estabilizacao
realmente iria ocorrer, 0 que nos leva a supor que, embora fossem professores, nao tinham
habito de proceder a um numero suficientemente grande de repeti¢fes da experiéncia aleatoria
para que pudessem observar estabilizacdes. Tal demora na percepcdo também se deveu ao
intervalo de amplitude muito grande para as observacGes das repeticbes da experiéncia
aleatoria. Isso remete ao que Carvalho et al. (2016) apontam: inexistirem nos livros didaticos
atividades dessa natureza. Podemos assim inferir que esses professores ndo utilizam em suas
praticas tais experimentagdes; que talvez ndo as tenham vivenciado em sua formacao inicial,
que o numero de repeticBes presentes nas poucas atividades com que tiveram contato ndo era

suficiente; ou que ndo abordaram de forma adequada o enfoque frequentista.
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Nessa etapa de simular no applet e registrar os resultados em uma planilha Excel,
observamos que a maior dificuldade encontrada pelos professores foi a de utilizar a ferramenta
Excel para registrar as frequéncias relativas e acumuladas como procedimento facilitador dos
calculos. Inserir as colunas com as férmulas dessas frequéncias foi demorado. Mesmo com a
ajuda que lhes fornecemos em PowerPoint mostrando os passos a serem seguidos, algumas
duplas optaram por fazer calculos manuais. Portanto, constatou-se que a maioria desses
professores, embora relatem trabalhar com esse recurso, ndo mobilizam tal conhecimento de
forma estavel. Ndo tém o habito (testemunho oral, ndo registrado) de utilizar Excel, muitas
vezes por limitagdes institucionais, tal como inferimos na apresentagéo de nossa metodologia.

A ideia da oficina era discutir o ensino e aprendizagem de probabilidade quando as
atividades sdo colocadas na forma de resolucdo de problemas que envolvem simulacdo
computacional, no contexto da articulacdo de dois enfoques (classico e frequentista). O applet
se mostrou motivador para os participantes, mas observamos que em nenhum momento estes
recorreram ao calculo da probabilidade cléassica para saber a qual nimero a estabilizagdo das
simulagdes deveria se aproximar. Quando perguntamos se alguma das duplas havia calculado
a probabilidade de ocorrer franc-carreau, todos responderam negativamente e, quando
convidados a realizar o calculo, mostraram dificuldade em organizar uma estratégia que
fornecesse tal probabilidade, contrariamente ao observado por Coutinho (2001) e por Caberlim
(2015). Foi necessario nesse momento que interferissemos para levantar conceitos da
probabilidade geométrica, para cujo calculo os dados sdo encontrados no proprio applet (Figura
5).

!

Apagar

5cm

5cm

Rayon de la piéce : 1 cm

Raio da moeda

Moeda
movel

Nicolas ERDRICH

¥ Piéce déplagable & Dimensions Dimensdes

Figura 5. Informacdes do jogo franc-carreau traduzidas oralmente para os participantes.
Fonte: as autoras.

Levantamos algumas questdes para que os participantes pudessem identificar quais
elementos tomariam para calcular a probabilidade. Cada um deles foi colaborando com o grupo
até que se aceitasse que para tal calculo precisariamos, a principio, da area de apenas um dos
nove quadrados (Figura 1) e, assim, analisando o “caminho” que esta moeda poderia percorrer
de modo a “ndo encostar” nos lados do quadrado. Depois disso, a compreensdo de que essa
estratégia poderia ser ampliada para todos os nove quadrados sem interferir na probabilidade
de ocorréncia da posicao franc-carreau em cada um deles tornou-se mais natural, e o calculo
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foi construido em conjunto conosco na lousa, chegando-se & seguinte conclusdo: P(FC) =

2
% = 35, isto é, P(FC) = 0,36. Tal resultado de observacdo nos levou a supor que esses

professores ndo associam o contexto geométrico com a probabilidade cléssica, pelo fato, ja
mencionado, de que os livros didaticos pouco trabalham com probabilidade geométrica.

Durante a oficina houve muitas perguntas dos participantes, das quais destacamos as
que versaram sobre probabilidade sob enfoque frequentista, possibilidades do uso de tecnologia
no ensino de probabilidade, outros célculos de probabilidade geométrica e indicacdes de
trabalhos para os varios anos da educacéo béasica para 0s conceitos probabilisticos envolvidos
nessa oficina. Uma davida geral recaiu sobre o uso da planilha eletrénica e a partir de qual
nivel de escolaridade poderiam utiliza-la, ja que eles mesmos haviam vivenciado alguma
dificuldade em manipula-la. O que nos pareceu bem claro é que o0 jogo e o uso da simulacéo
parecem té-los motivado, pois em todos os relatérios finais afirmaram que realizariam tal
atividade com alunos a partir do nono ano.

A simulacédo parece ter despertado esses professores para as possibilidades de pratica
com seus alunos, mas reconhecem que o applet impde certa dificuldade inicial para a
visualizacao do franc-carreau, o que uma das duplas assim apontou no relatorio final:

Dupla B: O espago geométrico ndo é evidenciado (espaco Util considerado para a
probabilidade), como simulagdo é um recurso valido, mas para melhor compreenséo
dos resultados é necessario a complementacdo gréafica do Excel. Nao ha visdo da
moeda na area de cada quadrado que demonstre a area maxima (Gtil) da
probabilidade.

Os participantes discutiram a possibilidade de aplicar essa atividade com simulacgao do
jogo franc-carreau, uso do applet e utilizagdo de Excel para construir a planilha, e todos
concordaram que a atividade poderia ser aplicada a alunos da educacdo basica, mas deixaram
em seus relatos algumas observacdes sobre como aplica-la, distinguindo alunos do ensino
fundamental e do ensino médio. Segundo tais relatos:

» Alunos do ensino fundamental devem testar o lancamento da moeda em
situacOes concretas antes de usar o applet. Sugerem a construcdo de um modelo
fisico com os quadrados e 0 uso de moeda para que primeiro compreendam o
que significa o jogo franc-carreau, o conceito de probabilidade geométrica e a
aleatoriedade; para que compreendam também a importancia da
reprodutibilidade do experimento, de modo a perceberem a visdo frequentista
para depois terem contato com a simulagdo com construgéo de planilhas Excel.

» No caso de simulacdo manual, sugerem que os alunos de uma classe fagam
varias simulacfes e depois, juntamente com o professor, consigam juntar 0s
totais observados por cada aluno em uma unica tabela para que percebam a
estabilizacdo. No entanto, acreditam que sem recursos computacionais a
atividade demandaria maior trabalho e muito tempo para ser realizada, pois
durante a oficina as estabilizagbes ocorreram em aproximadamente 2.000
langcamentos.
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> Antes de ser-lhes apresentado o jogo franc-carreau, os alunos deveriam
conhecer probabilidade geométrica, pois eles mesmos consideram que quase
ndo se trabalha com esta perspectiva de aliar a probabilidade classica com
calculos de areas.

Nas sugestdes que foram discutidas nesta oficina com professores, observamos a
possibilidade de utilizar o jogo com situagdes concretas, visando trabalhar a probabilidade
geomeétrica, assim como construir tabuleiro e utilizar moedas de 10 centavos, 50 centavos e um
real, mantendo o mesmo quadrado de 15 cm x 15 cm, formado por nove quadrados de 5 cm x
5 cm. Eles acreditam que esta seria uma 6tima atividade para alunos dos anos iniciais do ensino
fundamental.

Todos os relatos apontaram a atividade como propicia para discutir a probabilidade
classica aliada a probabilidade geométrica, tratadas pela visdo frequentista, a qual permite
perceber o carater aleatorio da probabilidade, com possibilidade de associar a construcdo de
tabelas e graficos estatisticos. No entanto os participantes expdem em seus relatos que o uso
da tecnologia para desenvolvimento desses conceitos envolvidos na atividade lhes requereria
prepara-la para poderem associa-la a realidade de seus alunos e para treinarem sua propria
habilidade com as ferramentas antes de levarem-na a sala de aula.

De modo geral, esses professores consideram que as atividades que envolvem jogos
sdo motivadoras tanto para alunos da educacdo basica quanto para os do ensino superior.
Percebem que com o uso de tecnologia ocorre maior engajamento dos alunos na atividade. Tal
consideracdo também nos remete a Borovcnik e Kapadia (2009), que ndo sé consideram ser
um desafio ensinar probabilidade a fim de capacitar os alunos a compreendé-la e aplica-la, mas
acreditam ser necessario haver foco na criacdo de abordagens a probabilidade que se mostrem
mais acessiveis e motivadoras, além do fato de que o uso de tecnologia ajuda a reduzir calculos
técnicos e a focalizar o aprendiz nos conceitos.

Algumas consideraces

A discussdo sobre o desenvolvimento do letramento probabilistico e o papel da
simulagdo computacional para viabilizar tal insercéo da probabilidade no ensino de matematica
suscitaram reflexdes entre participantes de uma atividade realizada em oficina ministrada a
professores da escola basica e do ensino superior com recurso computacional. A atividade
mostrou-se propicia para reflexdes sobre probabilidade classica, frequentista e geométrica com
uso do jogo franc-carreau e utilizacdo de um applet e de planilha Excel para registrar e
visualizar o estabelecimento da frequéncia de ocorréncias obtidas com simulacdes. Realizar a
atividade nesse ambiente ofereceu aos professores a oportunidade de organizarem e
configurarem seus préprios conhecimentos e avaliarem o0s conceitos de probabilidade sob
diferentes perspectivas, possibilitando o desenvolvimento de elementos do modelo de
letramento probabilistico, nos termos propostos por Gal (2005).

Os professores conseguiram avancar em tal construcdo, apesar de dificuldades na
manipulacdo da planilha Excel. Afirmaram conhecer e trabalhar com frequéncias relativas
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acumuladas ao abordarem probabilidade frequentista com seus alunos. O uso do applet néo foi
problemético, em concordancia com constatacdes de Biehler (1991) e de Batanero e Diaz
(2007), mas a dificuldade em perceber a estabilizacdo das frequéncias mostrou-se
problematica, contrariando constatacdes de Ventsel (1962), o que foi uma consequéncia da
dificuldade em lidar com Excel. O calculo a priori da probabilidade ndo foi feito
espontaneamente, embora as medidas dos quadrados tenham sido fornecidas pelas
pesquisadoras, o que indica uma auséncia de familiaridade com o uso articulado dos enfoques
classico e frequentista, em contraste com o observado por Coutinho (2001). As perspectivas
que se abrem incluem o desenvolvimento de novas formagdes, mais longas, abordando os
pontos aqui identificados como frageis para o desenvolvimento do letramento probabilistico
dos professores participantes.

Assim como Batanero, Contreras, Fernandes e Ojeda (2010), acreditamos que 0S
professores precisam de apoio e formacéo para disporem de um equilibrio entre intuicéo e rigor
ao ensinarem probabilidade, embora, infelizmente, por restricdes temporais, 0s professores
nem sempre recebam em sua formacao inicial um bom preparo para ensinarem probabilidade.
No entanto, situagbes como a vivenciada na oficina podem servir para incrementar
simultaneamente o conhecimento do professor sobre probabilidade e o conhecimento
profissional, isto é, aumentar a possibilidade de que ele leve a suas salas de aula praticas como
esta.

Cabe ressaltar, como aspecto positivo, que 0 ambiente computacional proporcionou aos
participantes a oportunidade de observar situa¢fes para amostras maiores. 1sso se deveu ao fato
de que o elevado nimero de tentativas na simulacdo pbde transcorrer em curto tempo. Tais
simulacbes envolvem a visualizacdo necessaria para estudar aspectos da aleatoriedade e da
estabilizacdo de frequéncias apdés um numero suficientemente grande de repeticbes do
experimento aleatério em problemas experimentais de probabilidade, o que nem sempre é
possivel alcancar em ambientes tradicionais de sala de aula. Além disso, as simulacbes
contribuiram para a criacdo de ambiente para discussdes em classe e em grupo.

Sugerimos que o0s professores conhegcam a utilidade de materiais educacionais
adequados aos diferentes métodos de ensino e os utilizem, visando promover maior eficacia no
ensino e aprendizagem de probabilidade, e que isso possa ocorrer de maneira agradavel e com
divulgacdo de seus achados e conquistas. Frisamos a necessidade de mais pesquisas que
permitam esclarecer os componentes essenciais da preparacdo dos professores para ensinarem
probabilidade, bem como de estudos que possibilitem explicitar métodos adequados para o
ensino de cada componente.
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