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Contextos, analogias y tareas, que exponen el propdsito
de los conceptos clave de probabilidad

Contexts, Analogies, and Tasks that Expose the Purpose
of the Key Concepts of Probability

Manfred Borovcnik !

Resumo

La probabilidad es y seguira siendo un concepto virtual. Esta especificidad requiere meta-estrategias que van
mucho mas alla de la instruccién de los detalles matematicos y piden un uso sensato de la simulacion.
Sugerimos enfocar los esfuerzos de ensefianza en exponer explicitamente a los estudiantes al propdsito del
concepto de probabilidad. El proposito muestra el caracter de probabilidad indirectamente como los pasos
requeridos para resolver una tarea hacen que las propiedades parezcan naturales en el contexto. Elaboramos
tareas adecuadas y animaciones interactivas, que estan disefiadas para superar los obstaculos de aprendizaje.
Nos centramos en tres aspectos de la probabilidad: El caracter de las afirmaciones probabilisticas, el uso
transparente de la probabilidad para las decisiones bajo riesgo y las consideraciones de inferencia informal en la
educacién temprana de probabilidad. Un criterio esencial de la ensefianza es hasta qué punto permite a los
alumnos un acceso mas directo a los conceptos en un nivel intuitivo. Para el disefio de animaciones didacticas,
nuestros principios se caracterizan por las siguientes ideas: Se explora un cambio dindmico en comparacién con
la situacién inicial. Como si se tratara de ver un video, se observan las diferentes etapas de la emergencia de una
relacion entre los conceptos investigados.

Palabras clave: Interaccion de intuiciones; Propdsito de los conceptos; Pensamiento probabilistico;
Animaciones dindmicas.

Abstract

Probability is and will continue to be a virtual concept. This specificity requires meta strategies that go far
beyond the instruction of the mathematical details and ask for a sensible use of simulation. We suggest
focussing teaching efforts on explicitly exposing the students to the purpose of the concept of probability. The
purpose shows the character of probability indirectly as the required steps for solving a task make the properties
appear natural in the context. We elaborate suitable tasks and interactive animations, which are designed to
overcome learning obstacles. We focus on three aspects of probability: The character of probabilistic statements,
the transparent use of probability for decisions under risk, and informal inference considerations in the early
probability education. An essential criterion of teaching is how far it allows learners a more direct access to the
concepts on an intuitive level. For designing didactic animations, our principles are characterised by the
following ideas: A dynamic change is explored in comparison to the initial situation. Like watching a video, one
looks at the different stages of emergence of a relation between the investigated concepts.

Keywords: Interplay of intuitions; Purpose of concepts; Probabilistic thinking; Dynamic animations.
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1 Introduccién — identificar los conceptos clave

A pesar de todos los esfuerzos educativos para materializar el concepto de
probabilidad mediante el uso extensivo de simulaciones con el fin de ilustrar su impacto en
aplicaciones repetidas, la probabilidad es y sigue siendo un concepto virtual. No so6lo
Spiegelhalter (2014a, b) usd la redaccion de probabilidad como metafora; es decir,
necesitamos imagenes y concepciones visuales cualitativas en nuestra mente para hablar de
probabilidad y entender su significado. Un indicador de las dificultades con probabilidad
también puede verse en la abundancia de conceptos erréneos (por ejemplo, Kahneman, Slovic
& Tversky, 1982) y paradojas (Székely, 1986).

Hay varios estudios y monografias que revelan el complejo campo de la probabilidad
visto desde una perspectiva mas amplia de la filosofia; por nombrar s6lo algunos aqui:
Batanero, Henry y Parzysz (2005), Batanero, Chernoff, Engel, Lee y Sanchez (2016) y
Bennett (1999). Sobre la diversidad de las respuestas educativas, el lector puede orientarse
por Chernoff y Sriraman (2014), centrandose desde el tema general en el pensamiento
probabilistico, y Jones, Langrall y Mooney (2007), con investigaciones sobre la probabilidad
en comparacion con las realidades en el aula, es decir, los abundantes problemas conocidos
en la ensefianza de la probabilidad.

Las intenciones didacticas para explicar o aclarar la naturaleza de la probabilidad son
multiples. Steinbring (1991) desarrolla la idea de probabilidad como un concepto tedrico que
se desmorona y se queda sin un significado mas profundo si sélo se ensefian aspectos
especificos dentro de un enfoque de ensefianza. Steinbring se refiridé explicitamente a las
implicaciones negativas de centrarse demasiado estrechamente en la equiprobabilidad de
Laplace y descuidar el aspecto de las frecuencias relativas y viceversa. Carranza y Kuzniak
(2008) hablan de la dualidad de la probabilidad y se refieren a los aspectos inseparables de las
frecuencias relativas y a las ideas subjetivistas de probabilidad; trazan las graves desventajas
de descuidar los aspectos subjetivistas de la probabilidad.

Podemos utilizar el término complementariedad en lugar de dualidad para destacar la
conexion inseparable de un concepto con sus diversas partes. El término se origina en la
discusion de la teoria cuantica en la década de 1920; ha sido introducido por Niels Bohr,
quien declaré que el conocimiento completo de los fendmenos en las dimensiones atomicas
requiere una descripcion de las propiedades tanto de las ondas como de las particulas y que
no puede reducirse a un solo aspecto sin que se pierda completamente el significado (Bohr,
1934/1927). La complementariedad se ha transferido a la didactica de las matematicas en los
afios de 1980 para describir el dilema didactico resultante de los aspectos inseparables de los
conceptos (véase Borovcnik, 1992).

Otra complementariedad de la probabilidad puede verse en sus estrechas
interrelaciones con la inferencia estadistica. A finales de los afios ochenta se produjo una
revolucion en la didactica de la estocastica, en la medida en que fue testigo de los primeros
enfoques serios hacia la inferencia estadistica, cuando los investigadores reconocieron la
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fuerte conexion entre probabilidad e inferencia estadistica (Borovcnik 1992): las estadisticas
descriptivas ya no se consideraban suficientes para aclarar cual debia ser el papel de la
probabilidad en la ensefianza; por el contrario, el significado de los conceptos probabilisticos
se amplia y aclara dentro de un marco inferencial: La probabilidad sin métodos de inferencia
estadistica es nula, mientras que la inferencia estadistica no puede ser entendida sin
probabilidad. El propdésito de la probabilidad — en este sentido — siempre ha sido disefiar
métodos de inferencia estadistica que permitan generalizar el conocimiento parcial (sobre una
“muestra”) a una entidad mas amplia (llamada poblacién, que podria describirse mediante
una distribucion de probabilidad).

Gigerenzer (2002) es un hito para vincular la probabilidad con el riesgo, que ha sido
un doble compafiero de la probabilidad desde sus primeros desarrollos. La relacién entre
probabilidad y riesgo es tan estrecha que, tras una inspeccién mas detallada, no se podrian
separar sus aspectos, lo que indica una vez mas una complementariedad. Borovcnik (2016)
llega incluso a redisefiar la alfabetizacion probabilistica a la luz del riesgo. Reformular el
propdésito de la probabilidad como encontrar o inventar métodos para encontrar decisiones
razonables bajo riesgo mejora mucho la percepcion de probabilidad.

Con el fin de superar el impacto negativo de los enfoques unilaterales de la ensefianza
de la probabilidad y la estadistica (y de otras disciplinas de la ciencia y las matematicas),
Fischbein desarrollo sus ideas sobre las intuiciones primarias y secundarias (Fischbein, 1975,
1987). Para el uso didactico de desarrollar una interaccion entre las intuiciones primarias
crudas que personas tienen antes de cualquier ensefianza y la exposicion a tareas matematicas
que requieren la aplicacion de los conceptos que los estudiantes ain no han desarrollado, se
puede volver a la obra de Fischbein 0 a Borovcnik (1992).

En Borovcnik (2019b) se ha establecido un marco teoérico para identificar las ideas
fundamentales con probabilidad y desarrollar intuiciones sostenibles. Se ha defendido el
papel eminente de la interaccion entre las intuiciones primarias en bruto y las intuiciones
secundarias emergentes que los estudiantes adquieren por su trabajo continuo con las tareas.
Las intuiciones secundarias son el objetivo final de los esfuerzos de ensefianza: este tipo de
intuiciones no so6lo neutralizan las intuiciones primarias engafiosas (que de otro modo serian
muy resistentes al cambio mediante intervenciones de ensefianza), sino que también apoyan
una comprension holistica (“ganzheitlich”) de las soluciones a través de los métodos
matematicos. Un entendimiento, que funcionaria también sin conocer cada detalle
matematico de la forma en que se resolvio la tarea. Un vinculo entre los conceptos
matematicos y las intuiciones secundarias puede establecerse por analogias (sobre el papel de
las analogias, se puede consultar Simons, 1984).

Hacer que el propoésito de los conceptos a ser aprendidos también introduciria un
impulso en la comprension y aceptacién de los nuevos conceptos y los métodos que se basan
en ellos. El propdsito de un concepto es enfocar inmediatamente los pasos de aprendizaje
requeridos; hace que los pasos sean comprensibles y los hace “naturales”. Las matematicas
que hay que aprender adquieren el caracter de una herramienta y uno se familiariza méas con
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la herramienta, cuanto mas la utiliza. Trabajar con el concepto como una herramienta para
servir a un proposito también evita la discusion interminable de como se puede entender un
concepto (lo cual puede ser realmente confuso, especialmente para los alumnos en su etapa
inicial) al mostrar para qué se puede usar el concepto. Si el propoésito les parece razonable a
los alumnos, estardn mas dispuestos a seguir los pasos de aprendizaje que se requieren para
completar su red cognitiva para su comprension conceptual de los conceptos que ya han sido
utilizados por ellos ampliamente.

Esto sigue también méas de cerca la forma en que los conceptos han sido utilizados en
la fase de su aparicion: han sido utilizados implicitamente para un propoésito especifico. Es
una lastima que hayamos perdido la conexion con el origen de la probabilidad y su
conceptualizacion dentro de la fisica, ya que la probabilidad sirve genuinamente para resolver
el objetivo de comprender los fendémenos fisicos estructurandolos mediante teorias
emergentes, y la probabilidad ha sido una piedra angular de la teorizacién de la fisica (véase,
por ejemplo, von Plato, 1994).

Revivir ese alto nivel de los conceptos, para centrarse en el propdsito de los mismos,
puede ser visto como un objetivo primordial de las intervenciones de ensefianza. Utilizamos
una forma hermenéutica de argumentar, y relacionamos las ideas fundamentales de
probabilidad con sus antecedentes matematicos y filosoficos; el objetivo de este trabajo es
hacer transparente el propoésito de la probabilidad mediante el desarrollo de tareas que sean
adecuadas para ese “propdsito”. Como la probabilidad es un concepto teorico, introducimos
la idea del propoésito del concepto y de varias tareas que pueden ser manejadas con el
concepto. Tal vez sea mejor dejar claro con qué proposito se debe utilizar el concepto en
lugar de explicar y explicar con mas detalle qué propiedades tiene el concepto. El objetivo
final de las intervenciones de ensefianza deberia ser facilitar un acceso intuitivo a los
conceptos clave para los alumnos.

e Explorar el tipo y la calidad de la informacion de probabilidad (capitulo 2).

e Propdsito de la probabilidad — comparar riesgos y preparar decisiones (capitulo 3).
e Explorar un modelo probabilistico para tomar mejores decisiones (capitulo 3).

e Medir o estimar una cantidad desconocida (capitulo 4).

e Aprender de la teoria — teoremas centrales.

e Actualizacion de un juicio cualitativo de probabilidad por datos (enfoque
bayesiano).

El primer punto toca el nucleo del caracter de las declaraciones de probabilidad sobre
las que hay tanta confusion. Los puntos segundo Yy tercero (y el ultimo tambien) se refieren a
la toma de decisiones y a un componente cualitativo de la probabilidad y se refiere a la
obtencion y actualizaciébn de informacion cualitativa sobre la credibilidad de las
declaraciones o eventos. El punto cuarto establece una conexién temprana del concepto de
probabilidad con la inferencia estadistica, que es uno de los principales propdsitos de la

Zetetiké, Campinas, SP, v.28, 2020, p.1-24 — e020008 ISSN 2176-1744



5 ZeIehke

DOI: 10.20396/z¢t.v28i0.8657607
probabilidad: justificar las decisiones entre opciones modeladas por la probabilidad. El quinto
punto prepara una conexion entre intuiciones primarias e intuiciones secundarias (Fischbein,
1975, 1987) y proporciona una estructura adecuada para las intuiciones que deben surgir de la
ensefianza de partes de la matematica de la probabilidad y la estadistica. También debe
fortalecer la conexidn entre la probabilidad y la inferencia estadistica, que a su vez revisa las
concepciones de probabilidad en un “altimo paso educativo”.

Los dos ultimos puntos de la lista anterior no se tratardan méas adelante en el presente
documento. El proyecto “Conceptos fundamentales y sus propiedades clave en probabilidad”
tiene otros articulos en preparacion sobre estos aspectos, que también estan contenidos en
Batanero y Borovcnik (2016), Borovcnik (1992, 2015a), o Vancsé (2009, 2018).

A continuacion, nos dirigimos a los estudiantes o aprendices de forma genérica. Sin
embargo, definitivamente apuntamos a los estudiantes de los ultimos afios del gimnasio.
Hemos experimentado con las ideas presentadas con estudiantes de estudios no matematicos
a nivel de bachillerato en la universidad (estos estudiantes no estdn mas inclinados a aprender
matematicas ni son mas talentosos o capaces que el grupo objetivo). Los contextos y las
tareas que aqui se discuten son comparables a los de Batanero y Borovcnik (2016), La
estadistica y la probabilidad en la escuela secundaria. Las tareas se originan en un proyecto
mas amplio sobre Ideas Fundamentales en Estocastico. Un objetivo clave de este proyecto es
desarrollar metaconocimientos para los alumnos que puedan sustituir en parte a las relaciones
y teoremas matematicos de la disciplina, que a veces resultan bastante complejos.

La probabilidad se define mateméaticamente por medio de axiomas y el fundamento
axiomatico del concepto justifica su interpretacion. Hay dos interpretaciones principales de la
probabilidad, la frecuentista (FQT) y la subjetivista (SJT), matematicamente puestas en una
base solida por Kolmogorov (1933) o de Finetti (1937/1992). La tercera interpretacion
relevante es la concepcion de equiprobabilidad (Laplace, o APT, teoria a priori de la
probabilidad), que ha sido una idea puntera en el desarrollo de la fisica (especialmente en la
termodinamica) pero que no ha podido ser utilizada para una base sélida del concepto de
probabilidad desde un punto de vista matematico. Ver Borovcnik y Kapadia (2014) para una
discusion de estas interpretaciones de la probabilidad desde un punto de vista educativo y
para la notacion especial (FQT, SJT y APT).

El propdsito de la probabilidad en el contexto de una tarea hace un uso extensivo de
una o mas de estas interpretaciones de probabilidad, que pueden coexistir incluso en la misma
situacion (lo que hace que la probabilidad no sea mas facil de entender). Las consideraciones
sobre la calidad de la informacidn probabilistica (capitulo 2) se refieren a la equiprobabilidad
de Laplace (APT); la comparacion de riesgos y la busqueda de mejores decisiones se refiere a
la utilidad y a la interpretacion subjetivista de la probabilidad (SJT). Las visualizaciones en
las tareas sobre la medicién de una probabilidad desconocida estan vinculadas mas
explicitamente a la probabilidad como concepto de frecuentista (FQT). El trabajo que se esta
llevando a cabo en el marco del mencionado proyecto sobre las ideas fundamentales es una
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elaboracion sobre la inferencia estadistica, que se divide abiertamente entre los métodos
frecuentista (inferencia clasica) y subjetivista (inferencia bayesiana).

Como una observaciéon adicional, es importante observar que cuando usamos el
método de simulacién, generamos frecuencias relativas a probabilidades relacionadas que —
en la primera vista — vinculan las ilustraciones y la interpretacion de la probabilidad
obviamente a un concepto de frecuentista. Sin embargo, el método de simulacién se utiliza
ampliamente dentro del enfoque bayesiano de inferencia para determinar soluciones (también
en forma de distribuciones de probabilidad). Esto significa que a pesar de la visién de
probabilidad que se tiene (y esta vision es subjetivista en el marco Bayesiano), se puede
aprovechar el método de simulacion. Aplicar la simulacion conlleva la posibilidad de ser
malinterpretado por los alumnos, que entonces podrian asociar aspectos frecuentistos a
conceptos subjetivistas. Por lo tanto, el método de simulacion tiene que ser usado con
cuidado para evitar tal cambio en la connotacion de probabilidad a un rincon de
interpretacion frecuentista (y por lo tanto sesgada).

Con las tareas, que se discuten en las secciones siguientes, cubrimos todos los
aspectos de la probabilidad incluyendo las diversas concepciones y tocamos los aspectos de
la probabilidad que construyen el fondo de las propiedades clave del concepto de
probabilidad. Como hemos dicho, nuestro objetivo es que los alumnos comprendan estas
propiedades clave, ya que parecen naturales, surgiendo del contexto y el propdsito de las
tareas utilizadas.

2 Exploracion del tipo y la calidad de la informacién de probabilidad

La probabilidad es un concepto teorico y un valor especifico de la probabilidad de un
evento bajo escrutinio es simplemente un numero descriptivo, un indice que deberia
transmitir un potencial. Esta informacion de referencia se expresa de manera diferente en
situaciones reales. Es esencial tener una sensacion de cudn grande es el tamafio de la
variacion; en otras palabras, cuan grande es el margen de variacion o error de las frecuencias
relativas que son el Unico instrumento disponible para que podamos materializar el indice que
Ilamamos probabilidad.

Mostramos un escenario de simulacion que mejora la nocién de margen de error, lo
gue proporciona una intuicion estable sobre el efecto de la longitud de una serie aleatoria:
cuanto mayor es la base de datos, menor es la variacion de las frecuencias relativas. Mientras
que el primer experimento se encuentra en la fase inicial de la ensefianza de la probabilidad,
el segundo revela la variacion de una muestra de una distribucion normal. Contrariamente a
las expectativas generales, las muestras de una distribucion se parecen a la poblacion en
cuanto a la forma s6lo si el tamafio de la muestra es muy grande.

2.1 El margen de error de los eventos aleatorios

Una tarea principal en las primeras fases de la educacion en probabilidad es aclarar y
apoyar la relacion entre las probabilidades y las frecuencias relativas de eventos en ensayos
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repetidos de un experimento aleatorio. Esta relacion se justifica mas tarde en el curso por la
ley de grandes numeros, que describe una conexion sofisticada, que es completamente
diferente de la convergencia en el célculo, pero que siempre atrae ideas engafiosas sobre la
convergencia. Exploramos la variacion de la aleatoriedad (no la convergencia) para mejorar
la comprension del tipo y la calidad de la informacion de probabilidad en lugar de ilustrar una
ley de convergencia, lo cual no se puede hacer en ninguna serie finita. Nuestro objetivo es
mostrar un patrén de reduccion en la variabilidad de las frecuencias relativas. Un
experimento adecuado para este propdsito es seleccionar digitos aleatorios de 0 a 9.

Una dificultad bésica es entender el tipo de informacion que se encuentra en una
declaracion de probabilidad. (Qué significa realmente una probabilidad de %2? Se puede
vincular a una decisién justa entre dos posibilidades. Por otra parte, una situacion sin
preferencia se vincula demasiado facilmente con probabilidades iguales; este sesgo de
equiprobabilidad de Lecoutre (1992) parece més incitante si hay dos posibilidades. La mejor
manera de aclarar esta cuestion es mediante un debate abierto en forma de entrevista empirica
con situaciones que varian (véase Borovcnik & Peard 1996).

¢Como se relaciona esta expresion con los experimentos repetidos? Es vital evitar un
enfoque demasiado fuerte en el patron en el que se desarrolla la serie, ya que, si se aplica la
hipdtesis de la aleatoriedad, cada patron es igualmente probable, salvo que uno considere el
patron como una clase (un grupo) de resultados. Hay mucha investigacion sobre las
secuencias aleatorias y el juicio de la probabilidad de las secuencias que tienen que ser
comparadas (ver, por ejemplo, Chernoff 2013, o Borovcnik & Bentz 1991, 1990, 2003). Para
la probabilidad como concepto, la especulacion sobre los patrones es irrelevante siempre y
cuando no se considere violada la hipotesis de la aleatoriedad y si es asi, se trata de una
prueba estadistica bastante complicada de aplicar en una réplica de los datos (jno en los
mismos datos!).

En el siguiente experimento, se retoma una idea de Freudenthal (1972); Freudenthal
sugirio investigar el margen de variacion con un tamafio de muestra fijo en lugar de ilustrar
un limite oscuro de frecuencias relativas hacia la probabilidad desconocida repitiendo el
experimento aleatorio basico una y otra vez. Para una comprension conceptual de una
declaracion de probabilidad es vital entender que el rango de variacion se reduce con series
mas grandes y que, al mismo tiempo, los ensayos individuales estan completamente sujetos a
su caracter aleatorio. Esto significa también que no existe una regla de compensacion, lo que
a menudo se cree después de esfuerzos docentes para demostrar la convergencia estocastica
de las frecuencias relativas hacia la probabilidad subyacente.

Simulamos digitos aleatorios (0 a 9), cada uno con una probabilidad de 1/10. En el
laboratorio estadistico, podemos garantizar que esta probabilidad se mantiene para cada uno
de los digitos individuales, lo que excluye las concepciones burdas sobre los favoritos
(utilizamos digitos aleatorios de 0 a 9 y no los numeros cargados emocionalmente de 1 a 45
de la loteria estatal). No investigamos el desarrollo de las frecuencias relativas con la longitud
de la secuencia aleatoria. Fijamos dos instantaneas en el proceso aleatorio, después de 50 y
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después de 1000 digitos son generados. Investigamos la distribucién de los dos escenarios y
los comparamos. Tiene que ser declarado explicitamente que normalmente no tenemos tales
nameros (aunque hay algunas personas que leen las estadisticas de los niUmeros recientemente
sorteados en la loteria estatal).

Lo que se puede ver (en la Figura 1) es que los digitos a continuacién varian de
manera erratica, lo que muestra que la aleatoriedad en el fondo est& funcionando plenamente.
Es esclarecedor repetir los escenarios de simulacién completos (con 50 y 1000 digitos) —
como en un video — para ser testigo de que los digitos que estin “a la cabeza” en una
simulacion, no estan detras en la siguiente, o viceversa. Las frecuencias de los digitos
individuales realmente varian sin ningun patrén y una vez que uno reconoce un patrén se
pierde en las siguientes repeticiones del escenario de simulacion.

Lo que podemos reconocer es que la variacion de las frecuencias de los digitos
individuales permanece un tanto dentro de una banda (resaltada en la Figura 1) que refleja el
margen — el tamafo — de la variacion. Rara vez un escenario de simulacion tiene frecuencias
fuera de esta banda. Tenemos una impresion del margen de fluctuacion aleatoria. Lo que
también se puede ver es que este rango de variacion es considerablemente menor con 1000
digitos aleatorios que con solo 50. Un patron estable de frecuencias relativas emerge con una
fluctuacion aleatoria completa para cada ensayo, lo cual no es una contradiccion vista desde
este angulo. También muestra que — suponiendo que la muestra se tome de hecho al azar (que
es la ventaja de nuestro laboratorio estadistico, donde garantizamos que se cumplen los
supuestos) — cuanto mayor sea el tamafio de la muestra, menor sera la variabilidad.

Como un experimento de pensamiento, ya en este experimento inicial, uno puede
especular sobre un encogimiento hacia la linea de referencia de 1/10 ya que las
probabilidades para los digitos aleatorios son las mismas desde el principio. Mostramos una
simulacion en la Figura 1, pero el lector debe tener en cuenta que la imagen estatica solo tiene
vida si la repeticion de todo el escenario de la simulacion se reproduce como una pelicula
animada para demostrar el efecto que se acaba de describir.

Fluctuacién aleatoria con 50 datos Fluctuacién aleatoria - 1000 datos
25% - 25% -
20% | 20%
15% ] 15% 1
10% | — - - - - — - N — . 0% 1 -} -
5% ] 5% 1
0% ] 0% . } } }
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 61 2 3 4 5 6 7 8 9
Numeros aleatorios 0, 1,2, ..., 9 Numeros aleatorios 0,1, 2, ..., 9
E==Frec rel. — —Frec. tebr. == Frec rel. = =Frec. teobr.

Figura 1 — Rango de variacion aleatoria de digitos aleatorios (1, 2, ..., 9) con pocos y muchos datos

Fuente: Elaborado por el autor
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2.2 Muestreo de una distribucion normal

Se utilizan muestras aleatorias para estimar pardmetros desconocidos de la
“poblacion” (o distribucion parental). Aunque este método ya funciona para tamafios de
muestra relativamente pequefios, la forma de los datos generados no se parece a la
distribucion de la poblacion a menos que tengamos muchos datos simulados. A continuacion,
investigamos dos escenarios de simulacion (Figura 2):

e En el Escenario 1, generamos 50 datos de una distribucion normal con una media
preespecificada y una desviacion estandar.
e En el Escenario 2, investigamos el mismo proceso y generamos 1000 datos.

En ambos escenarios, dibujamos un histograma para investigar la distribucion
empirica de los datos generados. Es mejor cambiar el valor medio o la desviacion estandar
para ver el efecto sobre la distribucion empirica de los datos: se vera que el histograma que
representa los datos generados cambiara de acuerdo con el nuevo valor de la media y
mostrard menos anchura si se reduce la desviacion estandar del modelo. Lo que es mas
importante es ser testigo de la gran variedad en la forma de la distribucion empirica de los
datos, que no se parece en nada a una forma normal. Incluso para el escenario con 1000
datos, la forma muestra anomalias aqui (una fuerte asimetria a la izquierda) con respecto a
una distribucion normal.

Densidad Distribucién normal - 50 datos vensiad ~ Distribucion normal - 1000 datos

0,15 0,15

0,10 0,10

0,05 0,05

0,00 T T 1 T 1 T T 0,00 T T i

-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40 -40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
n c

9.0 7.00

Figura 2 — Variacién de muestras de una distribucién normal — izquierda con 50 datos; derecha con 1000 datos
Fuente: Elaborado por el autor

Los escenarios revelan el “margen de variacion” de un modelo de probabilidad.
Incluso si la distribucion principal se distribuye normalmente (lo que esta garantizado por
nuestro laboratorio estadistico), los datos estan lejos de parecer como si se distribuyeran
normalmente. La repeticion del escenario de la simulacion permite a los alumnos presenciar
la variacion como en un video. Como resultado, vemos la relevancia del tamafio de la
muestra y que con muestras pequefias las conclusiones son inestables. Reconocemos que
suposiciones como una distribucién normal no pueden ser probadas estadisticamente de
manera adecuada. Las variaciones que no conducen a un rechazo de la presuncién de
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normalidad son demasiado amplias y pueden ser causadas por una distribucion parental
diferente.

Sin embargo, es posible sacar conclusiones sobre varios pardmetros de la poblacion a
partir de muestras mas pequefias. Como consecuencia del teorema del limite central, la
distribucion de varias estadisticas extraidas de una muestra es aproximadamente normal. Esto
resulta ser un concepto artificial, ya que normalmente sélo tenemos una muestra de la
poblacion y, por lo tanto, nunca experimentamos la distribucién del muestreo de una
estadistica como la media de una muestra.

3 Tareas que exponen el propésito de la probabilidad

En este capitulo se tratan las tareas que revelan el propdésito de la probabilidad sin
conexion explicita con la inferencia estadistica. La probabilidad puede ser utilizada para
hacer transparentes las decisiones bajo riesgo, para aclarar los criterios que se utilizan para
definir lo que una buena decision requiere y como proporcionar una solucion.

Una tarea basica se refiere a un proposito primordial de la probabilidad, que es fijar el
precio de la incertidumbre o el riesgo: Ya sea que juguemos a un juego de azar o contratemos
una poliza de seguros, estructuralmente la situacion es la misma: dos partes interesadas se
retnen e intercambian sus papeles: uno de los socios se deshace de una situacion incierta y el
otro asume este papel a partir del primero, es decir, estd dispuesto a dejar la posicion de
certeza. Introduciendo un indice llamado probabilidad, que “mide” el grado de riesgo, es
posible encontrar un precio para el intercambio de los roles (primera seccion a continuacion).

Si uno esta dispuesto a referirse a la probabilidad de un resultado futuro, entonces
también podria ser capaz de mejorar una decision que tiene que ser tomada ahora. Los
criterios de optimizacion sin incluir tal indice de probabilidad podrian llegar a conclusiones
incbmodas y tendrian un impacto conservador en el comportamiento: la probabilidad
aumenta el alcance de las estrategias con un alto potencial de innovacion pero conllevan un
riesgo inherente — esta es una invariante general de la utilizacion de la probabilidad incluso si
se puede utilizar para una ventaja global (segunda seccién mas adelante). Al utilizar la
probabilidad como precio de la incertidumbre, hay que obedecer algunas reglas basicas, que
parecen muy naturales en el contexto del riesgo (tercera seccion a continuacion).

Las siguientes fuentes contienen mas informacién sobre las propiedades clave de la
probabilidad: Borovcnik (2015a), Batanero y Borovcnik (2016). Cubren el aspecto de los
applets dindmicos que pueden mostrar — mas alld y paralelamente a las consideraciones
matematicas — las propiedades clave del concepto de probabilidad.

3.1 Fijar el precio de lo desconocido

La probabilidad sirve para intercambiar la incertidumbre y el riesgo que implica con
el dinero. Esto es parte del contrato de seguro donde el cliente se enfrenta a la posibilidad
(riesgo) de un accidente y paga la prima del seguro a la compafiia de seguros. El cliente
abandona la posicion de incertidumbre (sobre las implicaciones financieras de un accidente)
Zetetiké, Campinas, SP, v.28, 2020, p.1-24 — e020008 ISSN 2176-1744
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para entrar en una posicion de certeza (sin riesgo) pero paga por adelantado por ello. La
compafia de seguros — por otro lado — deja la posicion de certeza y asume el riesgo del
cliente y recibe un pago por ello. Las probabilidades son la clave para determinar el precio
del contrato. El ejemplo sirve también para discutir las diversas interpretaciones de la
probabilidad (subjetivista para el cliente, frecuentista para la empresa) y la utilidad del
impacto (utilidad para el cliente, dinero simple para la empresa). Para méas detalles, ver
Batanero y Borovcnik (2016).

Las probabilidades son la clave para determinar el precio del contrato, o la base para
la toma de decisiones si el resultado depende de probabilidades, o mejor dicho, si esta
modelado por probabilidades. Los actores que se relinen en una decision (como en el contrato
de seguro) no necesitan usar el mismo modelo de la situacion y si usan el mismo modelo,
podrian elegir diferentes probabilidades; ademas, si tienen los mismos valores para la
probabilidad, podrian agregarle una connotacion diferente: para la compafiia de seguros es
una probabilidad frecuente del pasado promediada sobre muchos contratos, para el tomador
de la poliza es una probabilidad personal y cualitativa sobre el evento en cuestion vy el
tomador de la poliza no tiene un punto de vista de promediacion, ya que él toma la prima solo
una vez. El “riesgo” se encuentra al cliente con toda la gama de variabilidad, mientras que la
compariia de seguros soporta casi cualquier riesgo, ya que su resultado es muy estable y, por
tanto, previsible debido a la promediacion.

3.2 Optimizar una decision en una situacion de incertidumbre

Presentamos un ejemplo de toma de decisiones sobre el niUmero de copias a producir
para una revista si la demanda esta modelada por probabilidades y hay algunos datos
adicionales sobre el costo de las copias (ver Tabla 1, que se reproduce de Borovcnik 2015b);
el precio por edicién asciende a 1,60. Las opciones son producir 1000, 2000, ... o 5000
copias. ¢Cual es la mejor opcion?

Tabla 1 — Opciones de produccion, coste de estas opciones y probabilidades de la demanda de la revista

Opcidn 1 2 3 4 5
Copias para producir 1000 2000 3000 4000 5000
Coste de produccion 2000 2200 2400 2600 2800

Demanda 1000 2000 3000 4000 5000
Probabilidades 0,40 0,30 0,20 0,06 0,04

Fuente: Elaborado por el autor

Existen diferentes criterios para optimizar el niUmero de copias. Se podria minimizar
la pérdida maxima, por ejemplo, o se podrian optimizar los beneficios esperados. Es facil ver
(ver Borovcnik 2015b, p. 128) que la solucion minimax conduce a decisiones extrafias:

“Es obvio que nadie estaria dispuesto a decidirse por la opcion 1000 ya que —
cualquiera que sea la demanda — llevard a una pérdida de —400. Esto nos recuerda el
principio de evitar una pérdida segura [...]. La opcion 2000 ofrece un beneficio
esperado positivo de 360; sin embargo, también puede conducir a una pérdida ain
mayor de —600 en comparacion con la decision de realizar 1000 copias. Esto refleja
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una propiedad bésica de [...] decisiones en situaciones de riesgo. Rara vez se pueden
encontrar decisiones, que son mejores en todo [...]. [...] las acciones restantes [...] no
pueden compararse entre si sin un criterio adicional y cual es la mejor decision
depende del criterio utilizado. Mejorar una situacion en un aspecto (tener un mayor
beneficio neto esperado) va acompafiado del riesgo de mayores pérdidas potenciales.
Incluso se puede hablar de una invariante en la vida humana vista desde una
perspectiva filosofica general sobre el riesgo. La opcion 3000, que arroja un beneficio
previsto de 640, es mejor. Sin embargo, asume el riesgo de una pérdida de —800 [con
una probabilidad de 0,40]. Resulta que la opcidn 3000 produce el méaximo beneficio
esperado (640) y es, en el modelo actual, la mejor decision.”

Los conceptos implicados van desde el frecuentista hasta el subjetivista, pasando por
la probabilidad y la utilidad, e incluyen una discusion sobre los criterios que se siguen cuando
se quiere optimizar una decision. Cabe sefialar que la tarea de optimizar una decision no esta
bien definida mientras no se fije el criterio de decision y cada criterio tenga sus propios

méritos e inconvenientes.
3.3 El valor esperado es una nocion aditiva — La dispersion no siempre es aditiva

Hay varias maneras de derivar el valor esperado de una distribucion binomial, que es
el resultado de un experimento binario repetido n veces independientemente con una
probabilidad de p para el evento en cuestion. Es muy facil reconocer que para un juicio el
valor esperado es p. Si la situacion esta incrustada en una apuesta — ganar O si el evento no
ocurre y ganar 1 si el evento ocurre — el precio justo o valor esperado para esta apuesta
asciende a p. Si uno hace tal apuesta n veces, entonces el precio es n veces p, lo cual es muy
facil de aceptar sin ninguna otra matematica. Sin embargo, si las apuestas son dependientes,
entonces esta aditividad — aunque altamente contraintuitiva — sigue siendo valida, como se
puede ver en Batanero y Borovcnik (2016).

Una relacion de aditividad comparable para la varianza sélo es valida en el caso de
experimentos aleatorios independientes, como lo es la suposicion para los ensayos
individuales que conducen a la distribucion binomial. Esta aditividad se compara de alguna
manera con el teorema de Pitadgoras y la independencia se convierte en una relacion ortogonal
para las variables aleatorias. Esta es la razon que explica la preferencia por el cuadrado de la
desviacion estandar en favor de otras medidas de variabilidad y no cualquier consideracion
relativa a la calidad de la descripcién de la anchura de una distribucion.

Por cierto, para distribuciones de probabilidad sesgadas, ni el valor esperado ni la
dispersién (o la desviacion estandar) proporcionan una descripcion adecuada de la ubicacion
0 la extension de una distribucion de probabilidad. Sin embargo, estos parametros se utilizan
en todas partes. La razdn de esto radica en las interrelaciones matematicas, principalmente en
el hecho de que la media de las muestras como estadistica estd — siguiendo el teorema del
limite central — aproximadamente distribuida normalmente. Esta circunstancia simplifica los
procedimientos de inferencia estadistica cuando se quiere sacar conclusiones de una muestra
aleatoria a la poblacién.
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4 Medir o estimar una cantidad desconocida

En esta seccion, tratamos de cerrar la brecha entre la probabilidad y la inferencia
estadistica. Ya en las primeras fases de la ensefianza de la probabilidad, uno deberia
introducir conexiones informales para inferir para que el propdsito de la probabilidad sea méas
claro. Para ello, desarrollamos una analogia entre la tarea de estimar una probabilidad (que
normalmente es desconocida) con la medicién repetida de una cantidad fisica. Tenemos que
definir un procedimiento de medicion y aclarar cdmo podemos conceptualizar la calidad de
nuestro instrumento de medicién. Un mejor instrumento no siempre proporcionaria un valor
de mejor medicion, pero en general resultaria una ventaja si se utilizara varias veces
(repetidamente). Esto significa que tenemos que introducir métodos para conceptualizar el
margen de error de la medicion (primera seccion a continuacion).

Luego, redefinimos el experimento repetido de lanzar monedas (u otro experimento
binario) en el contexto de la medicion. La frecuencia relativa de los cabezales en una serie de
lanzamientos de la moneda se considera una medida de la probabilidad desconocida (segunda
seccidn a continuacion). En lugar de aumentar el nimero de lanzamientos, investigamos tres
“instrumentos” por su calidad de medicion, y fijamos su nimero de lanzamientos con 5, 10 y
20 solamente. Solo queremos demostrar que el instrumento de medicién con la serie mas
grande de lanzamientos puede ser considerado como mas preciso (tercera seccion mas abajo).
Y de ahi sacamos nuestra conclusion por “extrapolaciéon” y no por un experimento material.
Este experimento de pensamiento puede aplicarse a cualquier otra tarea de estimar un
parametro de una poblacion, como la media de una poblacion.

Bootstrap es un método moderno para estimar un parametro desconocido de una
poblacidn, que puede ser utilizado alternativamente a un intervalo de confianza. Bootrap es
uno de los métodos que se utiliza en “Inferencia Informal”, un enfoque moderno sugerido en
la investigacion de la estadistica docente, que pretende simplificar la inferencia estadistica
(algunos incluso dirian que para reemplazar la inferencia estadistica; ver Borovcnik, 2019 a).
El contexto de medicidén también destaca lo que realmente se hace en una estimacion de
Bootstrap (cuarta seccion a continuacion).

4.1 Analogia entre la medicién de cantidades fisicas y virtuales

La probabilidad como limite de las frecuencias relativas es una percepcion ingenua
que también ha sido (y sigue siendo) el foco de las definiciones de probabilidad. Esto
constituye la base de la vista de probabilidad del frecuentista. Es una tarea importante de la
fase introductoria de la educacion en probabilidad aclarar esa relacién entre la probabilidad y
las frecuencias relativas. El experimento habitual es repetir un ensayo aleatorio binario muy a
menudo y mostrar el comportamiento limitante del desarrollo de las frecuencias relativas del
evento investigado. También aqui, para evitar el fendmeno empiricamente inalcanzable de la
convergencia, preferimos la variante Freudenthal (1972) del experimento, que investiga la
distribucion (1) del resultado del experimento a un tamafio de muestra especifico cuando el
escenario se repite muchas veces (con este tamario de muestra).
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Este enfoque se relaciona con una analogia entre la medicion de una probabilidad
desconocida y la medicion de cantidades fisicas y revela una idea clave de probabilidad — la
medicién se llama estimacion en jerga probabilistica.

La medicién de una cantidad desconocida es un proceso que usualmente se realiza
mediante un procedimiento de medicion bien definido. Sin embargo, en el contexto de
probabilidad, se trata de cantidades no fisicas que requieren métodos especiales que difieren
de las mediciones fisicas. La media de una poblacién es una cantidad virtual que no existe en
realidad, pero puede ser relevante conocerla. Lo mismo ocurre con una proporcion de
personas de una poblacion que tienen una determinada propiedad; se trata de una cantidad
virtual. O bien, el valor esperado desconocido de un modelo de probabilidad que se utiliza
para describir la distribucion de una variable (en una poblacién finita o en un proceso de
generacion de datos). Asimismo, la probabilidad desconocida de un evento es “medida” por
las frecuencias relativas del experimento aleatorio subyacente. Estas son cantidades virtuales.
Sin embargo, la analogia con la medicion de las magnitudes fisicas puede aclarar el propésito
y las propiedades de tales “mediciones”. De hecho, la medicion de una cantidad fisica esta
relacionada con los errores de medicion, el sesgo de la medicion (un error sistematico de
medicion) y la precision de las mediciones (los detalles de la analogia se encuentran en la
Tabla 2).

En la teoria de las mediciones fisicas, se ha recomendado promediar el resultado de
unas pocas mediciones para disminuir el error de medicién y aumentar la precision del
procedimiento de medicion. Tales recomendaciones han sido establecidas por una conexion
con la teoria de la probabilidad. Utilizamos la analogia de la medicién de cantidades virtuales
(como la media de una poblacion o la proporcion de personas en una poblacion con una
determinada propiedad) con la medicién de cantidades fisicas para mejorar la comprension de
los conceptos virtuales y su medicion probabilistica.

4.2 Latarea de medir — o estimar — una probabilidad desconocida

La idea es evaluar la precision de varios instrumentos de medicion comparandolos
entre si. En la Figura 3, vemos como la curva de las frecuencias relativas acumulativas se
estabiliza con mas ensayos; después de 1000 experimentos binarios las frecuencias relativas
parecen ser muy estables. Para hacerlo mas especifico, investigaremos tres escenarios para
investigar los 1000 datos. Podriamos usar el lanzamiento de monedas o cualquier otro
experimento aleatorio binario; también podriamos imaginarnos centrarnos en uno de los
nueve digitos aleatorios del experimento de la Figura 1.

Tabla 2 — Comparacion de los términos utilizados en la teoria de medicion y en la probabilidad

Categoria Teoria de la medicion Teoria de la probabilidad
Método Medicion de magnitudes fisicas Estimacion de cantidades virtuales
El valor real Media o proporcion (u otros pardmetros)

Objeto de medida de una entidad fisica de una poblacion real o virtual
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Para medir el objeto fisicalmente,
use el instrumento repetidamente

De la poblacion,
simule datos de una muestra aleatoria

Resultado de medida

Valor de medida

Nombramiento
del resultado

Algunos valores
de medicion

El medio
de los datos mesurados

Un valor de medicion del
entidad fisica

Datos
de la muestra aleatoria

Una estadistica conveniente
de los datos de la muestra

Un valor de estimacion de la
caracteristica de la poblacién

Error
de una medida

Caracteristica
de una medida / error

Precision
de la medicion

Margen de error

Calidad del

procedimiento de medida

La diferencia entre el valor real de la
entidad y el valor de medida

El varia en general debido a
condiciones incontrolables

Talla general del error
en general

Es medido en términos de la
desviacion estandar

Mas pequefio es el error estandar,
mejor es el método de medicion

La diferencia entre el parametro de la
poblacién y el valor estimado

El varia debido al caracter aleatorio
en la generacion de la muestra

Variabilidad de la estimacion
debido a aleatoriedad

Es medidos en términos de la
desviacion estandar

Mas pequefio el error estandar,
mejor es el método de estimacion

Fuente: Elaborado por el autor

e Escenario 1: Dividimos los 1000 datos (de Os y 1s) en bloques de longitud 5 y
usamos la frecuencia relativa en cada bloque (muestra) para “medir” (estimar) la
probabilidad desconocida. Obtenemos 200 medidas (estimadas), que son
significadas por cruces en la Figura 4 (izquierda); la representacién muestra que —
no inesperadamente — las medidas varian enormemente y bastantes medidas
tienen un error de mayor igual a 0,20 (es decir, se encuentran fuera de la banda
entre 0,30y 0,70, la cual esta marcada por gruesas lineas discontinuas).

e Escenario 2: Dividimos los 1000 datos en bloques de 10 de longitud y obtenemos
100 estimaciones de la probabilidad desconocida, que se representan en el
diagrama central de la Figura 3. Mucho menos valores estdn mas alla de la banda
marcada para errores de medicién mayor a 0,20.

e Escenario 3: Dividimos los 1000 datos en bloques de 20 de longitud y obtenemos
50 estimaciones de la probabilidad desconocida, que se muestran en el diagrama
de la derecha de la Figura 3. S6lo dos mediciones tienen un error superior a 0,20.

Los cruces que representan las mediciones individuales de la cantidad desconocida
muestran un patrén claro de reduccion de izquierda a derecha en la Figura 3 con un nimero
creciente de datos (longitud de la serie de mediciones, o tamafio de la muestra). También
podemos comparar el efecto estabilizador de la duracion del experimento en la curva de las
frecuencias relativas (en la Figura 3) con la aleatoriedad completa a la que estan expuestas las
mediciones individuales de los bloques resultantes. Esto pone de relieve que no puede haber
un efecto de compensacion segun el cual los siguientes resultados corrijan una desviacion
existente en las frecuencias relativas en la direccion del limite (la probabilidad). Este
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pensamiento de compensacion es muy popular, como puede verse en la ubicuidad de las listas
de nameros recientemente sorteados en la loteria estatal, lo que proporcionaria la base para
“calcular las probabilidades nuevas” de los nimeros para el préximo sorteo de la loteria.

4.3 Andlisis de la precision de los tres instrumentos de medicion

La analogia de la medicion muestra que los instrumentos de medicion difieren
enormemente por la calidad de las mediciones; los errores del Instrumento 1 (Escenario 1)
tienden a ser mucho mayores que los del Instrumento 3 (Escenario 3). Comparamos estos
instrumentos de medicién mediante un andlisis estadistico de los errores de medicion en
nuestro escenario. Esto significa que comparamos el patrén de la distribucién de la
estimacion de la probabilidad desconocida basada en datos repetidos de 5, 10 y 20 con un
grafico de barras (Figura 4). De nuevo, vemos el efecto de encogimiento. La muestra mas
grande ofrece una estimacion mas precisa de la probabilidad desconocida. Las Figuras 3y 4
estan ligeramente modificadas a partir de Borovcnik (2019a).

La Figura 4 prepara especialmente la idea de la distribucion muestral de la proporcion
en una muestra de tamafio fijo. Es esencial aclarar explicitamente el caracter artificial de
nuestro estudio de simulacion de los instrumentos de medida: hemos repetido las mediciones
para obtener una base de datos empirica sobre la calidad de los instrumentos. En la préactica,
sin embargo, s6lo tenemos una muestra y una medicion (estimacion) del parametro
desconocido. Aplicamos el conocimiento de tales estudios artificiales para transferir los
conocimientos sobre la calidad a este Unico valor y asi podemos juzgar su fiabilidad en el
sentido de la dispersion (medida por la desviacion estandar) de la distribucion del muestreo
de la proporcion.

Seriede 5 Serie de 10 Serie de 20
1,0 0 x 1,0 1,0

0,8 | »00mem00x 300 X 2000¢ 2000 X 0,8 x x

0,6 0,6 X 0K XK XK X X 30K KK X

0,4

0,2 XX XX X SO0NOMEN XK X X X XXX

0,0 X X XX
0 500 1000 0 500 1000 0 500 1000

Figura 3 — “Convergencia” de las frecuencias relativas hacia la probabilidad desconocida por la duracién de la
serie de experimentos comparada con la medicion repetida de esta probabilidad por diferentes procedimientos:

Izquierda: Medicién de la probabilidad por la frecuencia relativa de los dltimos 5 ensayos. En el medio:
Medicion por el resultado de los dltimos 10 ensayos. Derecha: Medido por los Ultimos 20 ensayos

La banda dentro de las lineas discontinuas marca las mediciones con un error menor de 0,20
Fuente: Elaborado por el autor
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Figura 4 — Comparacion de la precision de los tres procedimientos para medir la probabilidad desconocida
Izquierda: Basado en los ultimos 5 valores. En el medio: Basado en 10 valores. Derecha: Basado en 20 valores
El area sombreada significa un error de medicion menor de 0,20
Fuente: Elaborado por el autor

Exploramos la precision de los procedimientos de medicion en lugar de investigar una
ley de convergencia. Este experimento basico evita un comportamiento limitante oscuro de
las frecuencias relativas y se centra en cambio en tres instantaneas que ilustran el fenémeno:
un mayor tamafio de la muestra permite estimar la probabilidad desconocida con mucha mas
precision. El experimento también muestra ya en la fase inicial para qué sirven las
probabilidades y como podemos vincular la probabilidad y la estadistica y como vamos a
operacionalizar el concepto de informacion estadistica y cémo podemos transferir las
estimaciones de las muestras a la poblacion (finito, o los procesos que generan las muestras).

Estudiar en el laboratorio estadistico garantiza que otros factores no podrian
desdibujar los resultados, ya que tenemos control total sobre las suposiciones. La repeticion
del escenario de simulacion (en las Figuras 3 y 4) es muy instructiva, ya que muestra un
patrén estable en el efecto de reduccion y permite a los alumnos experimentar su variacion
(cuando cambia, como cambia, qué es invariable, cudl es el margen de variacion o el error si
se mide una cantidad) en lugar de investigar limites oscuros que no estan abiertos al
escrutinio.

El analisis de los 1000 datos en bloques de diferentes longitudes estd motivado por un
protocolo de lanzamiento de monedas. En una version de simulacion por ordenador se podria
tratar de evitar que para las muestras de tamafio 20 haya muchos menos datos (s6lo 50) en
comparacion con las muestras de tamarfio 5 (donde tenemos 200 datos). Cuantos menos datos
se tengan, mayor puede ser el efecto de confusién de la simulacién. En una simulacion
dindmica se podrian simular 1000 (o mas) muestras de tamafio 5, luego de tamafio 10, y
finalmente de tamafio 20 para que las distribuciones empiricas sean menos propensas a
artefactos de efectos aleatorios de la simulacion y el patrén sea ain mas claramente visible.

El experimento para promedios es analogo al actual. Sélo que la media en lugar de

una proporcion de una poblacién debe ser medida por una muestra. Una vez mas, se investiga
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el procedimiento de medicion. ;Cuén precisa es la medicion de la media de una poblacion por
la media de una muestra? En el laboratorio estadistico, podemos simular muestras de la
distribucion de la poblacion para investigar nuestro dispositivo de medicion. Es esencial
recordar que en la practica sélo se tiene una medicidn, ya que se tiene una sola muestra. El
escenario de simular muestras repetidas de la poblacion, determinar la media de esta muestra
y continuar el muestreo con el calculo de la media proporciona una base empirica para la
distribucion del muestreo de la media. Esta distribucion del muestreo no es conceptualmente
mucho mas facil en el escenario de la simulacion, aunque se materializa en los datos sobre las
mediciones repetidas que se generan en este proceso de muestreo; describe la calidad del
instrumento de medida.

La distribucion del muestreo se obtiene generalmente mediante teoremas
matematicos; constituye la clave para la inferencia estadistica. Utilizamos el experimento
introductorio a las frecuencias relativas para que los estudiantes se familiaricen con la
conexion entre la probabilidad y la inferencia estadistica. También es de interés investigar
mediante un estudio de simulacion qué tan rapida es la convergencia, es decir, cuantos datos
de la muestra se necesitan para que la distribucion se parezca bastante a una distribucion
normal. Una vez maés, el teorema del limite central proporciona una descripcion facil de la
distribucion del muestreo de la media, ya que esta aproximadamente distribuida
normalmente.

4.4 Ampliacion de la analogia de medicion repetida al método Bootstrap

Es muy interesante que la analogia de la medicion repetida dé una explicacion natural
para el método Bootstrap. Si conociéramos la poblacién, podriamos simular una muestra tras
otra, calculando siempre el parametro de interés; este parametro de la muestra proporciona
una medida de la cantidad de poblacion en la que estamos interesados. En Bootstrap, la
simulacion se realiza a partir de una aproximacion de la poblacién, la cual es proporcionada
por la muestra original. Normalmente, se calcularia un intervalo de confianza sobre la base de
esa muestra. Este intervalo de confianza da una informacion sobre donde debe estar el
parametro “verdadero” de la poblacion.

Aparte de los problemas conocidos en la interpretacion de los intervalos de confianza,
para parametros distintos de la media de la poblacion, el método proporciona férmulas
bastante complicadas para el intervalo de confianza. Una complejidad matematica que
también puede ser la razon de los frecuentes malentendidos no sélo en las pruebas
estadisticas sino también en los intervalos de confianza. Los intervalos de Bootstrap son
mucho mas faciles de obtener, ya que s6lo se necesitan los datos y sin mas supuestos. El
intervalo se alcanza simplemente mediante la simulacion repetida de muestras de la primera
muestra (con repeticion). Sin embargo, la razén por la que el método funciona puede
aclararse mucho mejor que usualmente por analogia con las mediciones.

Dados: los datos de una muestra de tamafio n con media y DE para una variable
especifica. ¢Cuan precisa es la media de la muestra como medida para el conjunto de la
poblacién? Si tenemos acceso a la poblacion, podriamos tomar repetidamente una muestra de
Zetetiké, Campinas, SP, v.28, 2020, p.1-24 — e020008 ISSN 2176-1744



19 ZEIENKE

DOI: 10.20396/z¢t.v28i0.8657607
ella y calcular el valor medio de esta muestra. Este valor medio representa la primera
medicion de la media “desconocida”. En el laboratorio estadistico (donde se conoce la
poblacion incluyendo su media), podemos investigar la precision de nuestro procedimiento de
medicion para la media de la poblacion mediante este método de medicion de la media de la
poblacion por la media de la muestra.

Si generamos 1000 muestras (o incluso mas) y calculamos la media, obtenemos una
base empirica de medidas, que podemos analizar estadisticamente como en el caso de la tarea
de medir una probabilidad desconocida (proporcion de una poblacion). Mediante este
escenario de simulacion, proporcionamos una base empirica para la distribucion del muestreo
de la media y podemos juzgar la calidad del procedimiento de medicion (la estimacion de la
media “desconocida”). El procedimiento es exactamente el mismo que en el ejemplo de
medicién de una probabilidad desconocida.

Si no tenemos acceso a la poblacion, no podemos muestrear mas repetidamente de
ella y medir (estimar) la media desconocida de la poblacion. El siguiente procedimiento de
medicion, llamado Bootstrap, podria proporcionar una forma razonable de medir (estimar) la
media desconocida de la poblacion. En lugar de tomar una muestra de la poblacion (lo que ya
no es posible), tomamos una nueva muestra de los datos ya existentes (con repeticion). Como
este conjunto inicial de datos es una muestra aleatoria de la poblacion, no deberia haber
demasiado error en este procedimiento de muestreo “aproximado”. Como en el caso de la
poblacién conocida, calculamos la media de esta muestra de Bootstrap y “medimos”
(estimamos) la media desconocida de la poblacion.

La calidad de este procedimiento de medicion se evalla repitiendo la medicion, es
decir, repitiendo para tomar una muestra de Bootstrap de los datos y calcular la media. Si el
proceso se repite 1000 veces (0 mas), se obtiene una base empirica para la distribucion de la
media (ver Figura 6). Podemos reconocer cuanto varian estas mediciones de Bootstrap de una
muestra a otra y encontrar un intervalo central (del 95 %, por ejemplo) de estas mediciones.
Este llamado Bootstrap proporciona una evaluacion del procedimiento de medicién. Tiene
propiedades similares a las de un intervalo de confianza para la media, pero tiene una
interpretacion diferente.

De hecho, es didacticamente atractivo lo simple que es la interpretacion de un
intervalo de Bootstrap del 95%: es ese intervalo central, que contiene el 95% de todas las
mediciones de Bootstrap del parametro desconocido de la poblacion. Si el método de
medicion no tiene errores sistematicos, entonces las mediciones repetidas deben variar
alrededor del valor real. Y el intervalo Bootstrap indica la variabilidad de las mediciones y es
el mejor que se puede obtener con este método, que tiene un margen de error inherente. La
analogia con la medicion de cantidades encaja perfectamente.

Desde principios de la década de los 90 hubo sugerencias para utilizar el Bootstrap y
las estadisticas no paramétricas como una etapa transitoria en la ensefianza de la inferencia
estadistica con el fin de simplificar el primer acercamiento a este sofisticado tema. Este
intervalo de Bootstrap es una imitacion ingenua pero muy interesante del intervalo de
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confianza clasico aunque Borovcnik (2019a) da razones por las que el método de los
intervalos de Bootstrap no es adecuado para reemplazar los intervalos de confianza clésicos;
podria utilizarse como una fase intermedia en la ensefianza hasta que se puedan ensefiar los
intervalos de confianza maés sofisticados. Cobb (2007) ha sugerido reemplazar
completamente la inferencia estadistica por métodos de remuestreo, que incluyen Bootstrap y
rerandomizacion. En la préctica, los expertos sabrian cuando utilizar qué método para estimar
la media de una poblacion.

Datos basicos 1. Bootstrap: Distribucion de Bootstrap de las medias y
. muestra de la .
Muestra inicial L intervalo de Bootstrap (95% )
muestra inicial
Nr :Duracion Nrgue Duracién Densidad
se extrae
1 12 3 6 0.20
2 2 7 34 mas bajo Media de arriba
3 6 8 4 2.5% observada 2.5%
4 2 6 5 0.15
5 19 4 2
6 5 7 34 0,10
7 34 7 34
8 4 10 4 0,05
9 1 7 34
10 4 8 4 0,00 J——h—'—'——ﬁ
Estadisticas de Primera medicion 0 5 10 15 20 25
la primera de la media de la
muestra poblacion

Media. DE n Media |
8,90 10,39 10

Figura 5 — Las muestras de Bootstrap para medir la media desconocida.
Izquierda: EI primer Bootstrap muestra que la medicién de la media desconocida es muy poco fiable.
Derecha: La distribucién Bootstrap produce el 95 % de las mediciones repetidas entre 3,80 y 15,60

Fuente: Elaborado por el autor

5 Conclusiones y perspectivas

En el segundo capitulo, investigamos el caracter de probabilidad del experimento con
digitos aleatorios. La equiprobabilidad de los digitos y el desarrollo de frecuencias relativas
son dos partes inseparables del concepto y establecen una relacion de complementariedad
para la probabilidad.

Mas bien que seguir consideraciones de convergencia obscuras, mostramos por
nuestro experimento que el margen de fluctuacién de las frecuencias relativas de los digitos
es mucho mas pequefio para 1000 digitos aleatorios que es para 50. Esto es un
descubrimiento experimental. El resto, que el margen de fluctuacién de 1000 digitos a un
tamafio mayor de los digitos simulados continuara reduciéndose de manera similar, se debe a
un experimento de pensamiento. Esto es tipico para nuestras animaciones que sélo tenemos
simulaciones para tamafios pequefios y establecemos un modelo en una comparacion visual
de los diagramas del experimento para varios escenarios. Entonces repetimos la simulacién
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para investigar si la forma ya encontrado permanecera estable. La repeticion de la simulacion
se puede seguir como ver un video.

En el tercer capitulo, investigamos la complementariedad entre probabilidad y riesgo.
Concentrarse en el aspecto de riesgo por tareas convenientes facilita entender el papel de la
probabilidad. En el contrato de seguro hay un precio del cambio de las posiciones de riesgo
(el cliente al principio) y certeza (la compafiia de seguros al principio), que solo se puede
claramente determinar si uno quiere estimar, presuponer, o determinar subjetivamente el
potencial del acontecimiento arriesgado para ocurrir. Qué nimero se atribuye a esta
probabilidad puede no ser facil a solucionar, pero un escenario con relacion a este nimero
aclara qué decision se puede preferir: sacar el seguro o0 no sacar.

De manera interesante, el ejemplo también toca la complementariedad entre
frecuencias y los aspectos subjectivistos de la probabilidad ya que la compafiia de seguros
puede usar las frecuencias del acontecimiento asegurado (p.ej., el accidente de un coche)
mientras el cliente solo tiene consideraciones cualitativas (subjectivistas) para encontrar una
probabilidad conveniente para este acontecimiento. En la tarea de la revista, hay soluciones
matematicas sin probabilidades (busca al minimo la pérdida maxima, p.ej.); aun, tales
estrategias pueden llevar a soluciones inaceptables como en el ejemplo con las copias de la
revista. El papel virtual de probabilidades en relacion con riesgos se hace mucho mas claro
por tales tareas.

En el cuarto capitulo, introdujimos consideraciones de la inferencia informales en las
fases tempranas de ensefiar la probabilidad. Estas consideraciones hacen el concepto de la
probabilidad mucho maés accesible y natural. En lugar de “mostrar” un limite de frecuencias
relativas hacia una probabilidad desconocida, uno analizaria la tarea de estimar la
probabilidad desconocida por la frecuencia relativa de una serie de experimentos con una
talla fija. Entonces desarrollamos la analogia con la medida de entidades fisicas e
investigamos la precision de nuestro instrumento de medicion.

El analisis de los instrumentos de medida proporciona el conocimiento: el instrumento
con el conjunto de datos mas grande es mas preciso. El resto se hace con un experimento del
pensamiento: cuantos mas datos, mas preciso es el instrumento de medicion. La analogia con
la medida de una cantidad fisica tambien da una explicacién excelente por el método de
Bootstrap, que ha sido adoptado por la escuela de “Inferencia Informal” en la educacion de
estadistica

La probabilidad es un concepto virtual a pesar de todos los esfuerzos de ilustrar su
impacto por la simulacion de la situacion aleatoria investigada. El concepto tiene muchos
aspectos que son significados por una especie de complementariedad: Equiprobabilidad y
frecuencias relativas, frecuencias y aspectos subjectivistos de probabilidad, probabilidad y
riesgo, y probabilidad e inferencia estadistica. La complementariedad significa que la
separacién de los aspectos dejaria el concepto con la pérdida completa de su sentido genuino.
Como una consecuencia, simplificando las cuestiones con el objetivo didactico puede
deformar el sentido y trae la educacion de la probabilidad en un dilema.
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Como la probabilidad es un concepto teorico, la gente carece de experiencia en ella, lo
que puede corregir intuiciones bésicas inadecuadas. La interaccion entre estas intuiciones
primarias e intuiciones secundarias se vuelve relevante para establecer concepciones estables
en los alumnos. Borovcnik (2019b) proporciona un marco tedrico para identificar ideas
fundamentales de probabilidad y como desarrollar intuiciones que sean estables. Este marco
se refiere a la interaccion de Fischbein entre las intuiciones primarias y secundarias.

Desarrollar intuiciones secundarias mediante tareas matematicas resulta mas facil si el
disefio de las tareas y los itinerarios de aprendizaje previstos se centran en el propésito de la
probabilidad. Esto ayuda no s6lo a motivar a los estudiantes para que continlen su trabajo,
sino que también puede convencerlos de que los conceptos son Utiles, pero lo mas importante
es que el propdsito, una vez sacado a la luz, permite que las matematicas se desarrollen con
un objetivo para que el concepto empieza a tener sentido. Al principio, tiene sentido ya que
ayuda a resolver la tarea. Entonces, tiene sentido, ya que en el contexto de la tarea y en
relacion con el proposito de la tarea, el concepto puede volverse natural con propiedades
obvias, 0 al menos con propiedades que parecen razonables (y no contrarias a la intuicion).
Trabajando repetidamente en tales tareas con un proposito explicito, los estudiantes pueden
completar su red cognitiva para ese concepto y obtener una comprension mas amplia. Un
entendimiento como el de los ingenieros a veces se desarrolla: sin conocer todos los detalles
matematicos, tienen un buen entendimiento que les permite sacar sus conclusiones.
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