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Untying knots: developing visualization from twisted string experiments
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Resumo

Este artigo apresenta resultados de uma pesquisa de cunho qualitativo, cujo delineamento se enquadra no
principio estratégico por experimentos e quase experimentos, realizada no ano de 2019, com o objetivo de
investigar como participantes de um grupo de estudos e pesquisa em Geometria interpreta intuitiva, imaginativa
e criativamente nds obtidos por corddes ao serem soltos aleatoriamente sobre uma superficie plana. Por meio de
uma analise retérica dos registros dos participantes do grupo, ante as atividades propostas, foi possivel concluir
que habilidades visuais podem ser exploradas tanto na formacéo inicial quanto em agdo continuada com os
participantes do grupo, partindo da imaginacdo e da intuicdo no levantamento de hipdteses. A partir de
barbantes disponibilizados os participantes puderam comprovar ou rejeitar suas hipdteses. Concluimos que,
mesmo contedldos mais avangados, como homotopias junto a teoria de nos, podem ser exploradas em diversos
niveis de ensino, o que pode ser um elemento facilitador ndo somente na formagdo geométrica dos individuos,
como em outras &reas do conhecimento matematico.
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Abstract

This paper presents the results of a qualitative research, whose design fits the strategic principle experiments and
quasi-experiments', carried out in 2019, with the aim of investigating how participants in a geometry research
group would construe in a intuitive, imaginative and creative way 'knots' in ropes randomly dropped onto a flat
surface. Through a rhetorical analysis of the group participants' records, taking into consideration the proposed
activities, it was possible to conclude that visual skills can be explored in both initial and continuous action with
the group participants, starting from the imagination and intuition when raising a hypothesis. Using the cords
available the participants could prove or reject their hypotheses. We conclude that even more advanced content,
such as homotopy alongside with knot theory, can be explored at different levels of education, which can be a
facilitating element not only in geometry studies but also in different fields of mathematical knowledge.

Keywords: Knots theory; Ropes; Geometry.
Introducéo e Justificativa

O Grupo de Estudos e Pesquisas em Geometria — GEPGEOQ, liderado pelo primeiro
autor, vem buscando junto ao Programa de POs-Graduacdo em Ensino de Ciéncias e
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Matematica da Universidade Franciscana, alternativas teérico-metodologicas para o ensino e
aprendizagem de Geometria nos diversos niveis de escolaridade. Entendemos que ndo basta
desenvolver disciplinas de Geometria, quer na Licenciatura em Matematica, quer no
Bacharelado ou, até mesmo, em a¢do continuada, que nao estabelegcam conexdes com o fazer
escolar.

Ao ensinar Matematica em qualquer nivel, é possivel trabalhar com os alunos de
forma diferente da tradicional. Uma das maneiras de fazé-lo é tentando realizar conexdes com
as intuicdes basicas que os alunos possuem. Esses vinculos podem ocorrer de duas formas.
Na primeira, os alunos devem ser encorajados a conjecturar e produzir conhecimento
matematico por conta prépria, sem o auxilio de estratégias padrdes ou via o professor. Uma
segunda maneira de delinear o ensino de forma a promover conexdes com o conhecimento
preexistente, por meio do uso de materiais manipulativos e ou experimentacdes.

Segundo Fischbein (1987) a experiéncia tem um papel fundamental na formacéo das
intuicBes porque, em certas circunstancias, molda expectativas estveis. Observa-se que, ao
utilizarem de algum experimento em sala de aula, é permitido aos alunos contextualizar ou
concretizar os conceitos abstratos e formar conexdes com entes matematicos de forma mais
intuitiva.

Quanto ao ensino de Geometria, 0 mesmo autor afirma que a intuicdo, em conjunto
com a visualizacdo, é um dos principais componentes dos nossos esforgos cognitivos.

Parece que as qualidades formalmente baseadas de certeza, coeréncia, consisténcia,
necessidade, etc., ndo possuem o mesmo tipo de capacidade estimulante, convincente
e produtiva como a credibilidade intrinseca, a estruturalidade intrinseca e a riqueza
dos fenbmenos reais. E isso que o prdprio Hilbert, um dos grandes fundadores da
axiomatica, afirmou claramente: “Quem nem sempre usa, juntamente com a dupla
desigualdade a> b> ¢, a imagem de trés pontos seguindo um ao outro em uma linha
reta como a imagem geométrica da ideia de entre’"? (Fischbein, 1987, p.17).
Nesse sentido, observa-se que, em Matematica, o ditado popular: “uma imagem vale
mais que mil palavras” ¢ especialmente verdadeiro onde uma imagem ou algum outro tipo de

experimento pode ser util na descri¢do de uma ideia.

Com a conotacdo feita sobre visualizacdo e experimentacao, justificamos o presente
artigo, em que partimos de Conway et al. (1991), que inicia explorando bicicletas, pedais e
correias de uma forma muito intuitiva e criativa. A partir do mesmo, 0 GEPGEO o discutiu,
analisou e realizou atividades, que tem como objetivo investigar como participantes de um
grupo de estudo e pesquisa em Geometria interpreta intuitiva, imaginativa e criativamente
nos obtidos por corddes ao serem soltos aleatoriamente sobre uma superficie plana.

Fundamentacéo tedrica

Inicialmente, abordaremos neste item algumas considera¢Ges sobre criatividade e
imaginacdo em Geometria para, em seguida, tratarmos sobre a ideia de n6s. Granger (1998)
ja abordava criacdo imaginativa como experiéncia expressando que ela “nao consiste num
estado de visdo passiva, mas de experi€ncia ativa” (p.11). Isso levado ao ensino de Geometria
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nos parece ser fundamental nas mudancas desejadas para essa area, especialmente por sua
rejeicdo nos ambientes escolares e formacéo de professores como indicado por Leivas (2009).
Por sua vez, o autor continua seu discurso da seguinte forma:

[...] Mesmo nas matemaéticas, o quantitativo de imaginario, foi introduzido por
Descartes em sua Geometria, para designar as raizes da equacdo cuUbica dita
irredutivel, as quais ndo podem ser calculadas pela formula de Cardano, pois
exigiriam a extracdo de raizes quadradas de niameros complexos. Tais entidades néo
correspondem, portanto, a objetos da aritmética ordinaria. Porém, a operacéo entéo
possivel faz sentido num novo sistema de objetos, os nimeros complexos [...].
(Granger, 1998, p.11).

Invocando, ainda, Descartes, retomamos a imaginacdo criativa ao ampliar as
dimensdes dos entes geométricos euclidianos ponto, reta e espago, perceptiveis ao mundo
real, para dimensdes maiores do que 3, existentes apenas no mundo das ideias, por meio de n-
uplas ordenadas.

Anteriormente a isso, Hilbert e Cohn-Vossen (1999) associavam a Geometria com a
imaginacao da seguinte forma:

[...] é nosso objetivo dar uma apresentacao da Geometria, tal como esté hoje, em seus
aspectos visual e intuitivo. Com a ajuda da imaginacdo visual, podemos iluminar a
variedade de fatos e de problemas de Geometria e, além disso, € possivel, em muitos
casos, retratar o eshoco geométrico dos métodos de investigacdo e demonstracdo, sem
necessariamente entrar em pormenores relacionados com a estrita definicdo de
conceitos e com célculos reais. (p. iii)

A respeito do mundo das ideias, Leivas (2009) caracteriza imaginagdo “como uma
forma de concepcdo mental de um conceito matematico, o qual pode vir a ser representado
por um simbolo ou um esquema visual, algébrico, verbal ou uma combinacdo dos mesmos,
com a finalidade de comunicar para o proprio individuo ou para outro tal conceito” (p.111).
O autor vai além ao definir visualiza¢ao “como um processo de formar imagens mentais, com
a finalidade de construir e comunicar determinado conceito matematico, com vistas a auxiliar
na resolu¢ao de problemas analiticos ou geométricos” (Idem, p.111). Ao que tudo indica o
autor vai ao encontro do preconizado por Hilbert e Cohn-Vossen, bem como Galton ao
abordarem a imaginagé&o criativa visual.

Quanto a influéncia da criatividade no ensino aprendizagem de Matematica, Sanchez
Segura (2012) se questiona a respeito de utilizar a criatividade nessa disciplina. Em sua
pesquisa, a autora afirma que “uma educagdo ¢ criativa quando o professor que a realiza
encoraja e energiza a classe para que todos investiguem e redescubram seus proprios
conhecimentos, induz agdes participativas dos estudantes, sdo eles que constroem seus
conhecimentos a partir do conhecimento” (p.70).

Conforme Moreno e Azcarate (2003) os métodos tradicionais de ensino que envolvem
definicdo, demonstracdo e atividades usando, em geral, problemas fechados com respostas
predeterminadas, preparam os alunos de forma deficitaria em Matematica. Os professores, ao
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ensinar essa disciplina sem utilizar criatividade, ndo permitem que 0s estudantes apreciem
sua beleza.

A respeito da mecanizacdo excessiva no uso de férmulas, Carvajal (1981) afirma ser
necessario, dentre outros aspectos, exercitar a imaginagdo, estimular a atividade mental, ndo
dando prioridade a técnicas de mecanizacdo na aprendizagem e que essa tem sido a ocupacéo,
durante muito tempo, no ensino do desenho, o que concordamos ser, ainda, presente no
ensino da Matematica, em geral e, com maior intensidade no de Geometria, em que, quase
que exclusivamente, é conhecida a Euclidiana tanto na Educacdo Basica quanto na formacao
de professores de Matematica.

Ao abordar sobre visualizagdo, Cunningham (1991) se refere a essa habilidade, em
sentido bem amplo, ja na Grécia antiga, quando os gedmetras esbocavam seus diagramas na
areia. Para o autor, a Matematica comecou a ir além das areas intuitivas. No entanto, os
recursos visuais eram tidos como fraquezas. Por exemplo, as deficiéncias na axiomatica de
Euclides apresentavam dificuldades de serem erradicadas uma vez que as figuras planas
padronizadas tornavam os axiomas euclidianos auto evidentes. Para ele, “[...] restaurar o lado
visual e intuitivo da matematica abre novas possibilidades para o trabalho matematico,
especialmente agora que a computacao tem poder suficiente para apoid-la com representacdes
precisas na resolucdo de problema e de suas solugdes” (p.70). Indo um pouco mais além,
Cunningham (idem) afirma que “[...] A adicdo de visualizagdo a educacdo matematica
promove a intuicdo e a compreensdo e permite uma ampla gama de cobertura de assuntos de
matematica. Mas ela fornece mais do que isso. ”

Mas 0 que sdo nos? Obviamente, este questionamento, fora de qualquer contexto,
pode levar a inGimeras respostas. E nosso interesse, especialmente, neste artigo abordar tal
conceito em situacdo matematica e, mais diretamente nesta pesquisa, no ensino de Geometria,
de forma visual, imaginativa e criativa, sem um aprofundamento matematico que, em nosso
entender, ndo se aplica ao contexto que estamos trabalhando.

E um tema relacionado ao ramo da Topologia, talvez um dos mais complexos da
Matematica, o qual ndo é geralmente abordado ou estudado em cursos de licenciatura dessa
area e sim, em cursos de bacharelado, com vista a pesquisas nas areas de Matematica Pura e
Aplicada. Desempenha papel importante no estudo do Grupo Fundamental e nos Espacos de
Recobrimento e, com isso, possibilidades de verificar quando dois ou mais espacos sdo
homeomorfos, ou seja, encontrar uma funcdo continua, bijetora, com inversa continua, que
transforme um no outro. Nos cursos de licenciatura, isso pode ser explorado
geometricamente, de forma simples, em disciplinas elementares de Calculo Diferencial e
Integral uma vez que é conteudo dessa area o estudo de fungbes e continuidade, dentre
outros. Podemos ilustrar isso no que segue.

Um intervalo fechado [a,b] de nimeros reais ndo pode ser homeomorfo a um intervalo
aberto (a,b), por exemplo, por ndo haver uma bijecdo entre os dois. Uma forma é verificar
que o primeiro € um conjunto compacto enquanto o segundo ndo, sendo esse um tema da
disciplina de Anélise Real, geralmente, constante do curriculo da Licenciatura em
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Matematica. Um segundo exemplo pode ser explorado em cursos de Algebra, a inexisténcia
de homeomorfismos entre a linha reta (R como conjunto numérico) e o plano (R? como
conjunto de pares ordenados). Retirando um ponto do plano (um par em R? esse espago
permanece conexo enquanto retirando um ponto da reta (um elemento de R), fica desconexo,
sendo assim os dois conjuntos nao séo homeomorfos.

Seja [0,1] o intervalo de nimeros reais, X um conjunto qualquer e f: [0,1]>X uma
fungéo continua tal que f(0) = xo e f(1) = x1. Segundo Munkres (1975), a funcéo f é chamada
um caminho de xp a x1 em X. Um modo um pouco mais suave de abordar o assunto é por
meio de diagramas planos, ou seja, iniciar por aquilo que se denomina caminhos. Se f e f* sdo
dois caminhos em X, entdo existe uma relagdo mais forte ente eles do que a simples
homotopia.

Se f e f° tiverem os mesmos pontos iniciais e finais, sendo I=[0,1] e se existir uma
funcéo continua F: 1 X I = X de modo que F(s,0)=f(s) e F(s,1)=f(s) , F(0,t)=xo & F(1,t)=xX1,
Vs e le Vt e I, afungdo F é denominada de homotopia de caminhos (Figura 1).

A A

Figura 1 — Homotopia de caminhos.
Fonte: adaptada de Munkres (1975, p.319) pelos autores.

Sejam o espag¢o X tomado como R2- (0,0), geometricamente, o plano perfurado e as
funcdes f(s)= (cos(s), 2sen(s)), se [0, x], a qual tem por representacdo grafica uma semi-
elipse no semiplano superior; g(s)= (cos(s), sen(s)), se [0, @], cuja representagdo no
semiplano superior é uma semicircunferéncia; e h (s) = (cos(s), -sen(s)), se [0, n] que ¢é a
semicircunferéncia no semipleno inferior.

Na Figura 2, ilustramos as quatro representagdes dos caminhos. Nela observamos que
f e g sdo caminhos homotépicos no R? - (0,0) bem como com o eixo vertical. Entretanto, o
eixo vertical ndo representa um caminho homotdpico com a semicircunferéncia no semiplano
inferior dada por h(s) uma vez ndo haver imagem em R? - (0,0) para todos os pontos de tal
eixo.
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Figura 2 — Homotopia e ndo-homotopia no plano perfurado.

Fonte: adaptada de Munkres (1975, p.321) pelos autores.

De acordo com Conway et al. (1991) podemos pegar um cabo de extensao, e conectar
uma extremidade a outra, o que ira produzir um lago (n6 no sentido matematico). Isso leva a
imaginar se serd ou ndo possivel desata-lo sem desconectar ou romper o cabo. Outro ensaio
intuitivo sobre lagos (nds) pode ser feito utilizando uma corrente fina (colar de ornamentagao
para colocar ao redor do pescoco). Podemos solta-la livremente em uma gaveta amontoada e,
posteriormente, apanha-la sem maiores cuidados e a colocar sobre uma mesa plana.
Verificaremos que ela fica toda enrolada ou enredada quando tentamos a deixar em ‘formato’
representativo de uma curva plana fechada. O terceiro experimento consiste em tomar um
corddo de aproximadamente 1m de comprimento e fazer o mesmo que o realizado com a
corrente ou com o cabo.

Nesses experimentos praticos verificaremos que os lagos (nés) obtidos podem ou ndo
ser desfeitos e, no caso de o serem sem corta-los ou cruzé-los consigo mesmo, sao
considerados ‘falsos nés’. A isso chegamos a lagos (noés) equivalentes, isto €, se for possivel
rearranjar um no outro sem cortar e sem permitir que um passe por ele mesmo ao que
associamos, matematicamente, a homotopia dos caminhos (Figura 1).

No caso intuitivo experimental de soltar o corddo sobre a mesa, sobrepondo-se e,
posteriormente, tentando reorganizéa-lo, verificaremos 0 menor ndmero possivel de
cruzamentos que ocorrerd com o cordao (Figura 3).

Figura 3 — Cordao se auto interceptando em dois pontos.
Fonte: acervo do GEPGEO.
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A partir dos aspectos experimentais, intuitivos e visuais ilustrando lacos (nos e
caminhos), no que segue, formalizamos o conceito. Munkres (1975, p.326) fornece a seguinte
defini¢do: “Seja X um espago e xo um ponto de X. Um caminho em Xo que comega e termina
em Xo € denominado um lago com base em Xq”.

Procedimentos Metodologicos

No presente artigo temos como objetivo geral investigar como participantes de um
grupo de estudo e pesquisa em Geometria interpreta intuitiva, imaginativa e criativamente
‘nds’ obtidos por corddes ao serem soltos aleatoriamente sobre uma superficie plana. Trata-se
de uma pesquisa qualitativa cujo delineamento se enquadra no principio estratégico ‘por
experimentos e quase experimentos’ de acordo com Bauer e Gaskell (2015). No que diz
respeito aos instrumentos de coleta de dados, consideramos a observacdo dos pesquisadores e
a busca de documentos e, em relacdo ao tratamento analitico dos dados consistiu na analise
retorica do discurso na perspectiva de Dittrich (2016). No que diz respeito aos interesses do
conhecimento embasou-se na constru¢do de consenso e a emancipagdo dos sujeitos da
pesquisa. Esses quatro fatores indicado pelos autores sdo sintetizados na Tabela 1.

Tabela 1 — As quatro dimensdes do processo de pesquisa

Principios do Geragdo de dados Andlise dos Interesses do
delineamento dados conhecimento
Experimento Registros Anélise de Emancipagdo e
audiovisuais contetido empoderamento
(fotos)

Fonte: adaptado de Bauer e Gaskell (2015, p.19)

Por ser um registro experimental, entendemos que coletar imagens dos experimentos
realizados e, posteriormente, as analisar a luz da teoria, proporcionam possibilidades de
interpretacdo do investigador in locus, 0 que se apresenta como possibilidades para um grupo
de estudos. Para Penn (2015, p.319), “[...] a semiologia prové o analista com um conjunto de
instrumentais conceptuais para uma abordagem sistematica dos sistemas de signos, a fim de
descobrir como eles produzem sentido. Muito de sua precisdo provém de uma série de
distingdes teodricas que sdo captadas através de um vocabulario especifico”.

Assim, explorar os registros fotograficos fornecidos por participantes do experimento
e 0s respectivos em linguagem natural podem propiciar ao investigador interpreta-los com
base nos fundamentos tedricos conceituais do tema em apreco.

No que diz respeito a andlise do conteudo, Bauer (2015, p. 189) afirma ser “apenas
um método para analisar o texto dentro das ciéncias Sociais empiricas” e, como afirma Barker
(1964), o empirismo necessita da experiéncia, consistindo em ser experimental em lugar de
racional e isso conduz ao metodo indutivo. Esse tipo de conhecimento necessita justificativas
pela experiéncia, sendo este o foco principal do grupo de estudos e pesquisas em questdo.

Participaram da atividade 10 individuos, professores de matematica, discentes de um
programa de pds-graduacdo, que acompanham quinzenalmente as reunides do grupo de
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pesquisa. No inicio da atividade que durou cerca de quatro horas aula, 0s investigadores
(autores do presente artigo) distribuiram, aleatoriamente, uma folha para registro de dados.
Tais folhas continham duas atividades, as quais serdo descritas e analisadas no proximo item
e estavam identificadas com uma das letras: A, B, C, D, E, F, G, H, | e Y, ndo sequenciadas, a
fim de que fossem preservadas as identidades dos participantes.

Como usar argumentacdes, narrativas, registros e comentarios, cada atividade
apresentava uma parte inicial com alternativas para serem escolhidas e uma segunda parte
com a respectiva justificativa, além de registros fotograficos encaminhados ao pesquisador.
Assim, teremos o corpus do texto da pesquisa, o que, para Bauer (2015, p. 192), “[...] é a
representacdo e a expressao de uma comunidade que escreve. Sob esta luz, o resultado de
uma analise de conteudo ¢ a variavel dependente, a coisa a ser explicada”. No que segue
faremos a analise dos dados da pesquisa.

Analise de dados

Inicialmente, utilizando projetor multimidia os investigadores disponibilizaram a
imagem (figura 4) e indica para os estudantes visualizarem o n6 nulo: circunferéncia fechada
com zero nds e o nd de trevo: circunferéncia fechada com trés nds e solicitaram que 0s
mesmos indicassem na folha de registros fornecida a resposta ao quesito a seguir.

— T

Figura 4 — Imagem projetada.
Fonte: acervo do grupo.

Foi entdo solicitado aos alunos que indicassem na folha de registo a resposta a seguinte
questao.

Vocé consegue imaginar a transformacao de um né no outro sem romper a corda:

()sim ( ) ndo () talvez ( ) nem imagino ( ) quero tentar

Essa atividade teve como objetivo verificar se os participantes da pesquisa elegeriam
critérios para determinar se 0s nds apresentados eram ou nao equivalentes.

Os dados coletados mostraram que nenhum dos participantes respondeu sim, talvez ou
nem imagino ao primeiro questionamento (Grafico 1). Um Unico participante respondeu
somente ndo; seis responderam apenas quero tentar e os demais, num total de trés, indicaram
as duas opg¢0es: ndo e quero tentar.
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(=]

nao quero tentar ndo + quero tentar

Gréfico 1 — Distribuicdo das respostas & primeira atividade.
Fonte: dados da pesquisa.

Na sequéncia, na mesma atividade, era solicitado o seguinte: se vocé tambem
respondeu ‘quero tentar’ tome a corda fornecida pelo professor e confronte sua hipdtese
inicial. Observamos que a corda fornecida pelo professor, aparentemente, era uma corda
trivial (Figura 4A). Porém, ja existia um no previamente feito. Dessa forma, os participantes
deveriam tentar transformar o né trevo (Figura 4B) no nd trivial, sem desamarrar a corda.

O individuo G que foi o Unico a responder somente ndo, assim se expressou:

G: Quando o professor entregou a corda, ela possuia um nd, ou seja, ela nédo era
circular (né nulo), como foi possivel criar o né de trevo, temos que ndo serd possivel
transformacao de um para o outro sem o rompimento.

Entre os que responderam ndo e quero tentar, encontramos 0s seguintes registros:
A: N&o foi possivel realizar a transformacao.

D: Imaginei que ndo seria possivel, pois temos “nos” em “lados distintos” e ao tentar
desata-los, voltamos a situa¢do “inicial”. Ou seja, ao desmanchar o “né” por cima, ele fica
“por baixo” e vice-versa.

E: [...] ndo existe essa possibilidade, ja que as linhas do ndé uma passa por cima e
outra por baixo. Por tentativa e erro, chegou o ponto de ter um né e outro por dentro. A
seguinte figura confirmou minha hipotese (Figura 5).
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Figura 5 — Resposta do estudante E.
Fonte: dados da pesquisa.

Nesses registros, podemos observar que, mesmo sem conhecer a teoria dos nos, 0s
participantes perceberam algo muito importante e bem fundamentado na literatura, os
denominados movimentos de Reidemeister que sdo transformacGes (locais) de nds que
transformam um em outro equivalente. Essas transformacdes sdo de 3 tipos, conforme ilustra

e —
DC— 3
BNV

Figura 6 — movimentos de Reidemeister.
Fonte: os autores.

Os demais responderam apenas “quero tentar” sem arriscarem se imaginariam ou nao.

B: Ao movimentar a parte de cima a qual passa por cima, passamos pelas seguintes
figuras (Figura 7):

. -y .

Figure 7 — Resposta do estudante B.
Fonte: dados da pesquisa.
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C: Nao foi possivel desfazer o né sem romper a corda.

F: N&o consegui desfazer os nds, nem passando por cima, nem tentando distorcer.
Volta sempre a posi¢do inicial ou 0s nés se sobrepdem e ficam duas circunferéncias, ou fica
um no s6 e uma circunferéncia.

H: Somente consegui ‘transformar’ em dois circulos, sobrepostos, porém, ndo
consegui fazer um com zero nés (Figura 8).

Figure 8 — Resposta do estudante H.
Fonte: dados da pesquisa.

Observamos que todos os participantes tiveram 0 mesmo tipo de percepgdo. A essa
podemos dar o nome de intuicdo, no sentido tratado por Hirza et al. (2014) que coloca a
intuicdo como um esfor¢co imediato, sem uso de referéncia e o resultado é considerado como
uma verdade, de modo que a pessoa que usa sua intuicdo sente que ndo ha necessidade de
provar ou justificar seu pensamento. Nesse sentido é importante 0 conhecimento matematico
e a justificativa para tais afirmagdes. Tal preocupacdo é refletida nos registros dos
participantes I e Y.

I: Creio que ndo é possivel. Tinhamos que ‘passar’ a linha de cima para o outro lado,
0 que ndo é possivel nesse nd.

Y: Acredito que é impossivel desfazer o n6 dessa maneira, pois em todas as tentativas
voltei para 0 mesmo.

Conforme Fischbein (1987, p.90), “a experiéncia, desempenha um papel fundamental
na formacgdo de nossas intuicdes e isso, explica, pelo menos parcialmente, seu impacto em
qualquer empreendimento produtivo, teérico ou pratico. Por outro lado, a experiéncia é
sempre restrita @ um sistema limitado de circunstancias e isso contribui para limitar o
dominio da confiabilidade e eficacia das intui¢es”.

Esses participantes utilizaram as palavras “creio” e “acredito” em seus registros, o que
mostra que apenas a intuicdo ndo foi suficiente para determinar a possibilidade de
transformar um né em outro. Porém, ao experimentar e visualizar, foram capazes de
argumentar. Assim, a partir das informacOes e das discussfes realizadas no grupo, foi
possivel perceber que, partindo das situagdes experimentadas, os participantes puderam intuir
que era impossivel desfazer o n6 apenas rearranjando a corda. Ou seja, as discussdes
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corroboram com Janos (2009) ao afirmar que se tivermos um né de trevo em uma corda, nao
serd possivel desfazé-lo, isto é, transforma-lo em um nd trivial. Porém, isso ndo
necessariamente constitui uma prova de que estes dois nos ndo sdo topologicamente
equivalentes, pois talvez ndo se tenha tido habilidade suficiente para transformar um n6 em
outro.

Observamos, nesse experimento, que o objetivo ndo foi provar a impossibilidade de
transformar um n6 em outro, mas objetivo verificar se os individuos elegeriam critérios para
determinar se as duas curvas dadas eram ou ndo equivalentes. Apés as discussdes, chegamos
a conclusdo de que os n6s ndo sdo equivalentes, pois apenas “cortando” a corda ¢é possivel
transformar um no6 no outro, como ilustra a Figura 9.

1 \ /
Figura 9 — Transformag&o de nos.
Fonte: os autores.

Para provar que dois ndés sdo topologicamente distintos € necessario, conforme
Stewart (2012), encontrar certos invariantes, ou seja, propriedades que nédo se alteram com a
equivaléncia. A primeira e mais simples dessas propriedades € a tricolorabilidade que permite
distinguir o né trivial do no6 de trevo. Observamos que um no é tricoloravel se os arcos de seu
diagrama puderem ser coloridos com exatamente 3 cores diferentes, de modo que cada
intersecdo seja o encontro de 3 cores diferentes ou da mesma cor, conforme ilustrado na
Figura 10. Obviamente, nos triviais sdo ndo tricoloraveis.

Figura 10 — tricolorabilide de nos.
Fonte: os autores.

Na segunda atividade, os investigadores fizeram novamente a projecdo do no de trevo
com trés nds e 0 no6 de trevo invertido ou refletido: mesmo ndmero de nés do de trevo (ou
como denominado em topologia, left-hand trefoil and right-hand trefoil, chamado trevo
destro e trevo canhoto).
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De forma similar a atividade anterior, nessa experimentacdo o objetivo foi investigar
se 0s participantes da pesquisa conseguiriam conjecturar/intuir se 0s nés apresentados seriam
equivalentes. Salientamos que em nenhum momento foi apresentada aos participantes a
denominacdo de n6 invertido.

Solicitamos que os estudantes registrassem, na folha fornecida, resposta a seguinte
pergunta com as alternativas, das quais podendo ser marcada mais do que uma.

Os nos representados (figura 11) séo iguais?

Figura 11 — Nés de trevo.
Fonte: dados da pesquisa.

()sim ( ) ndo () talvez ( ) nem imagino (') quero tentar

O Grafico 2 mostra a distribui¢do das respostas.

1 ’—‘
0
ndo quero tentar ndo + quero tentar

Chart 2 — distribuicao das respostas a segunda atividade.
Fonte: dados da pesquisa.

Reiteramos o fato de que nenhum deles respondeu sim, a exemplo do que ocorrera na
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atividade 1. Dois responderam apenas ndo, em contrapartida a um Gnico na primeira e, um
respondeu ndo e quero tentar, diferentemente do que ocorrera na primeira quando trés deles
haviam respondido dessa forma. Os demais responderam somente o0 quero tentar. A partir
dessa resposta, era oferecida a solicitagdo a seguir.

Se vocé também respondeu ‘quero tentar’ tome a corda fornecida pelo professor e
confronte sua hipdtese inicial. O que resultou? E possivel passar de um ao outro sem romper
a corda?

O participante A, que respondeu ‘ndo’ e ‘quero tentar’, ofereceu as duas alternativas
assim expressou-se da seguinte forma:

A: N&o foi possivel realizar a transformagéo sem romper a corda.

N&o é possivel perceber se essa participante ndo visualizou ou ndo intuiu o que
aconteceria ou se ficou insegura em oferecer a resposta, uma vez que poderia explorar o
recurso material para refletir sobre sua resposta. Os dois que responderam somente ‘nio’
fizeram 0s seguintes registros:

D: Como os ‘nos’ estdo refletidos, ao tentar transformar um no outro, ocorreu o
mesmo ‘problema’ que o anterior.

G: Os nés sdo contrarios, numa mesma disposi¢do, o nd que esta por cima em um,
fica por baixo no outro.

Ao contrério da participante anterior, ao que tudo indica, os dois exploraram a
visualizagdo como construto mental (Leivas, 2009) e a intuicdo (Fischbein, 1987) para
fornecer resposta aos investigadores.

Os demais, que optaram apenas pela alternativa quero tentar, se expressaram como
segue.

B: Ao movimentar a parte de um nd refletivo, temos as seguintes figuras e tanto por
rotagdo ou translacdo, ndo chegamos a figura 2, logo ndo é possivel transformar o no
refletido em no de trevo (figura 12).

7 AT

Figura 12— Resposta do estudante B.
Fonte: dados da pesquisa.

C: Novamente, ndo foi possivel transformar o né dois no n6 zero. On6 1 e 0 nd 2 sdo
refletidos.
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E: Resultou na mesma estrutura do nd anterior, porém todos 0s nos sao invertidos,
usando de rotacdo, translacao entre outros, os nos localizados no mesmo lugar do né 1 e do
no 2, sdo sempre invertidos um do outro, ndo importando o jeito, a localizagdo do outro.

F: A rosa parece ser a inversa da verde, mas ndo consigo passar de uma a outra, nem
virando-a toda de tras para frente.

H: Ndo, ao que parece os nos sdo invertidos “horizontalmente”.
I: Creio que néo € possivel.
Y: Eles sdo inversos, e também é impossivel passar de um n6 para o outro.

Percebemos, pois que a maioria dos estudantes optaram por explorar 0 recurso
didatico disponivel para tirar suas conclusdes e isso ndo significa que ndo intuiram a partir de
habilidades visuais 0 que estaria ocorrendo. Nesse sentido, € importante que o investigador,
em algumas situacGes também explorem o recurso da entrevista que pode vir a elucidar o
pensamento do investigado.

Na realidade, existem dois nos de trevo, chamados de trevo destro e trevo canhoto,
que séo imagens de espelho um do outro, como ilustra a Figura 13.

N
h\

Figura 13— NO destro e né canhoto.
Fonte: os autores.

Foi demonstrado por Max Dehn, usando teoria de grupo em 1914, que 0s nos de trevo
ndo sdo equivalentes uns aos outros.

Consideracoes finais

O presente artigo abordou uma pesquisa de cunho qualitativo, realizada junto a um
Grupo de Estudos e Pesquisas em Geometria com professores em acdo continuada com o
objetivo de investigar como seus participantes interpretam intuitiva, imaginativa e
criativamente ‘nds’ obtidos por corddes ao serem soltos aleatoriamente sobre uma superficie
plana.

Foram propostas atividades adaptadas de um texto de Conway et al. (1991) que
exploravam ‘nds’ originados a partir da soltura de uma correia de bicicleta aleatoriamente
apos sua retirada da mesma. Havia no texto a exploracdo da geometria e imaginacdo ao que
0s autores do presente artigo incluiram a intuicao.

Zetetiké, Campinas, SP, v.30, 2022, pp.1-17 — e022031 ISSN 2176-1744



16 ZEIENKE

DOI: 10.20396/zet.v30i00.8661730

Inicialmente o grupo focou na propria correia e, posteriormente, utilizou barbantes
como recursos didaticos na tentativa de buscar respostas aos questionamentos levantados.
Além disso, fomos ao encontro de conceitos matematicos envolvidos no processo 0 que nos
conduziu a aspectos da teoria dos nos; aos caminhos oriundos da topologia; aos espacos
homotopicos e a teoria de recobrimento. Entretanto, ndo entramos em aprofundamentos
tedricos-matematicos uma vez que se trata de uma investigacdo com professores que atuam
nos diversos niveis de escolaridade. A intencionalidade foi adaptar atividades desses
contetdos mais avangados, nem sempre estudados na formacéo inicial, de uma forma que
possam ser direcionados a niveis mais elementares de estudantes, por isso de forma
exploratdria intuitiva e visual.

Os resultados da investigacdo mostraram, inicialmente, que os individuos apresentam
dificuldades de acreditarem na intuicio como um processo que pode -evidenciar
conhecimento. Essa forma, entretanto, necessita de comprovacdo para o que a visualizagdo
pode vir a contribuir na medida em que as pessoas conseguir imaginar situagdes que podem
ocorrer concretamente.

Dessa forma, inicialmente, era questionado se 0s mesmos tinham o construto mental
(visualizacdo) do que era indicado em certa situacdo; o que poderiam intuir (conjecturar)
sobre 0 que haviam visualizado e, finalizando o processo, explorar o recurso didatico
fornecido pelos investigadores para comprovar ou rejeitar a hipdtese levantada.

Os resultados mostraram que é possivel explorar a criatividade e imaginacdo para
desenvolver habilidades visuais, uma vez que o tema abordado, ndo é frequente de ser
explorado na formagé&o inicial do professor de matematica. Dessa forma, consideramos que o
objetivo da pesquisa foi alcangado.
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