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Abordagem covariacional de fungdo: aspectos do ensino, aprendizagem e
possibilidades das tecnologias digitais

Covariational approach to functions: aspects of teaching, learning and possibilities of
digital technologies
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Resumo

A covariagdo envolve o foco em como as varidveis ou quantidades variam em conjunto. Este artigo descreve
uma revisdo sistematica de literatura que teve por objetivo analisar um quadro recente de pesquisas sobre a
abordagem covariacional de fungdo e as possibilidades das tecnologias digitais nessa perspectiva. Os dados
foram coletados nas bases Periddicos Capes e Eric, resultando em 26 estudos, dos quais 11 envolveram o uso de
tecnologias digitais. Os resultados apontaram: processos cognitivos e dificuldades de aprendizagem associadas
ao raciocinio covariacional; especificidades da epistemologia de cada tipo de funcéo; influéncias didaticas na
abordagem de covariacdo, do curriculo ao design de tarefas e o conhecimento de professores; e, por fim,
aspectos das tecnologias digitais que podem dar suporte ou limitar o raciocinio covariacional.
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Abstract

Covariation involves focusing on how variables or quantities vary together. This paper describes a systematic
literature review that aimed to analyze recent research on the covariational approach to functions and the
possibilities of digital technologies to support this approach. Data were collected on Periodicos Capes and Eric
databases, resulting in 26 studies, 11 out of them involving digital technologies. The results showed: cognitive
processes and learning difficulties associated with covariational reasoning; specificities of the epistemology of
each function; didactic influences on the covariational approach, from curriculum to task design and teachers'
knowledge; and finally, aspects of digital technologies that can support or limit covariational reasoning.

Keywords: Systematic Literature Review; Functions; Covariation; Digital technologies

Introducéo

A perspectiva da covariacdo em funcao € caracterizada pelo foco em como variaveis
ou quantidades variam em conjunto. A abordagem covariacional ganhou maior énfase a partir
dos trabalhos de Confrey e Smith (1994) sobre funcdo exponencial e taxa de variacao, e os de
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Thompson (1994) sobre como estudantes concebem relagdes entre quantidades cujos valores
variam e a taxa de variagdo. A covariacdo € apontada como um aspecto critico para a
construcdo dos conceitos de fungdo, taxa de variacdo, derivada, integrais, entre outros
(Thompson & Carlson, 2017).

Contudo este aspecto parece ainda néo ter o destaque apropriado na pesquisa e na sala
de aula de matematica, principalmente no contexto brasileiro. A propria Base Nacional
Comum Curricular® (Ministério da Educacédo, 2018) restringe-se a uma modesta referéncia a
necessidade de desenvolver habilidades como as de compreender e interpretar a variacdo das
grandezas envolvidas em situa¢des contextualizadas de funcdes exponenciais e logaritmicas.

As tecnologias digitais tém sido apontadas como um importante suporte na
aprendizagem de fungdes (Kaput, 1992; Ferrara, Pratt & Robutti, 2006; Lagrange, 2014).
Kaput (1992) afirma que a midia dindmica computacional é a casa natural das variaveis, o
que torna a representacdo da variagdo natural nesse meio. Essa e outras caracteristicas
sugerem que a abordagem covariacional, que privilegia a variagdo conjunta entre as variaveis,
pode se beneficiar do suporte das tecnologias digitais.

Neste artigo, descrevemos um quadro das pesquisas sobre o ensino e a aprendizagem
de funcdo com énfase na ideia de covariagdo, no raciocinio covariacional e nas possibilidades
das tecnologias digitais nessas perspectivas. A descricdo deste quadro integrou uma pesquisa
mais ampla que investigou os efeitos do uso de um artefato computacional no raciocinio
covariacional de estudantes (Silva, 2022); com isso, teve o papel de apontar aspectos
relevantes da abordagem covariacional e contribuir para fundamentar o planejamento e a
andlise do experimento de ensino realizado com os participantes do estudo.

Nos baseamos em um modelo de revisdo sistematica de literatura (Ramos, Faria &
Faria; 2014) para responder as seguintes questBes: (i) “Quais os aspectos envolvidos no
ensino e na aprendizagem de fungdes sob uma perspectiva covariacional?” e (ii) “Quais as
possibilidades, contribuicbes e limitacbes na abordagem covariacional por meio de
tecnologias digitais apontadas nos estudos?”’.

Nas se¢Oes que seguem, sdo descritos: um quadro da abordagem covariacional, suas
ideias e desenvolvimentos tedricos; os aspectos metodolégicos que orientaram a revisdo
sistematica; os resultados da revisdo; e por fim, nas consideracGes finais, destacamos 0s
principais resultados da revisdo sistematica e perspectivas de investigacdo na abordagem
covariacional.

Abordagem covariacional de fungao

Confrey e Smith (1994) descreveram duas abordagens gerais pelas quais relagdes
funcionais podem ser conceitualizadas: correspondéncia e covaria¢do. Enquanto a abordagem

3 A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento normativo que define as aprendizagens a serem
desenvolvidas pelos estudantes da Educacdo Bésica no Brasil.
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de correspondéncia enfatiza a associagdo de um Unico valor de x com um unico valor de y por
meio de uma regra, a abordagem baseada na covariacdo implica “poder mover
operacionalmente de ym para ym+1 coordenando com o0 movimento de xm para X»-;. (ibid, p.
33, traducdo nossa). Em uma tabela, por exemplo, essa abordagem envolve poder “coordenar
a variagdo nas colunas conforme move-se para cima ou para baixo na tabela.” (ibid, p. 33,
traducdo nossa).

Para eles, a abordagem de covariacdo é frequentemente mais poderosa que a
abordagem de correspondéncia e da visibilidade e centralidade ao conceito de taxa de
variacdo, a qual os autores usam para caracterizar a funcdo exponencial a partir da construcéo
da ideia de uma unidade multiplicativa.

Ja a abordagem de covariagdo de Thompson é baseada nos seus estudos sobre como
estudantes concebem situagcdes como compostas por quantidades e relagGes entre quantidades
cujos valores variam e a taxa de variacao. A no¢ao de ‘quantidade’ ¢ definida por ele como “a
conceituacdo de alguém de um objeto, de modo que ele tenha um atributo que possa ser
medido” (Thompson & Carlson, 2017, p. 425, traducdo nossa). Com base nessa nogéo, o
autor constroi a ideia de raciocinio guantitativo como uma conceitualizacdo de uma situacao
em termos de quantidades e relagdes entre quantidades.

As nocles de variacdo e covariacao tornaram-se necessarias na Teoria do Raciocinio
Quantitativo de Thompson, para “explicar o raciocinio de estudantes que conceituaram uma
situacdo quantitativamente e, a0 mesmo tempo, a consideraram dindmica - eles imaginaram
quantidades em sua situacdo conceitual como tendo valores que variavam” (Thompson &
Carlson, 2017, p. 425, traducdo nossa). Assim, na construcdo de Thompson, uma pessoa
raciocina covariacionalmente “quando visualiza os valores de duas quantidades variando e os
visualiza variando simultaneamente.” (p. 425, traducdo nossa).

Além disso, segundo Saldanha e Thompson (1998), raciocinar covariacionalmente
implica a concepcdo de um objeto multiplicativo, que segundo 0s autores € um objeto
conceitual criado a partir da unido mental dos atributos de duas quantidades:

... nossa nog¢ao de covariagdo ¢ de alguém que tem em mente uma imagem sustentada
de dois valores de quantidades (magnitudes) simultaneamente. Isso implica unir as
duas quantidades, de modo que, no entendimento de alguém, um objeto multiplicativo
é formado pelas duas. Como um objeto multiplicativo, rastreia-se cada valor de uma
guantidade com a percepcdo imediata, explicita e persistente de que, a cada momento,
a outra quantidade também possui um valor. (Saldanha & Thompson, 1998, p. 299,
traducdo nossa)
Carlson, Jacobs, Coe, Larsen e Hsu (2002) definiram o raciocinio covariacional como
“as atividades cognitivas envolvidas na coordenacdo de duas quantidades variaveis enquanto
atendendo as formas como elas mudam uma em relagdo a outra.” (Carlson et al., 2002, p.
354, traducdo nossa). Além disso, desenvolveram um quadro para analisar o raciocinio dos
estudantes, estruturado em niveis de coordenacdo mental da variagdo das variaveis e com
foco no conceito de taxa de variagéo.
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Castillo-Garsow (2010, 2012) contribuiu teoricamente com o quadro do raciocinio
covariacional ao descrever formas pelas quais é possivel conceber a variacdo. Segundo o
autor, os estudantes podem conceber o valor de uma quantidade variando de forma discreta
ou continua, e essa Ultima pode ser distinguida entre variacdo continua suave e variagao
continua segmentada. Na variagdo suave se raciocina sobre a variacdo em termos de uma
variacdo em progresso, ja na variacdo segmentada, o estudante imagina essa variagdo
ocorrendo por ‘pedagos’:

Variagdo continua segmentada ¢ uma maneira de pensar semelhante a pensar que 0s
valores variam discretamente, exceto pelo fato de o aluno ter uma imagem técita de
um continuum entre valores sucessivos (...) Essa imagem de variacdo é como colocar
as réguas de ponta a ponta e marcar 0s pontos de extremidade. (Thompson & Carlson,
2017, p. 427, tradugdo nossa)

Thompson e Carlson (2017) revisitaram o quadro de raciocinio covariacional (Carlson
et al,2002) e acrescentam as contribuicdes tedricas de Confrey e Smith (1994), Saldanha e
Thompson (1998) e Castillo-Garsow (2010, 2012).

Quadro 1 — Niveis de raciocinio covariacional

Mivel

Descrigdo

Covariagio
continua suave

A pessoa imaginag acréscimos ou decréscimos (de agora em diante, variagbes) no valor de
uma gquantidade ou varidvel (de agora em diante, varidvel) como acontecendo
simultaneamente com vanagdes no valor de cutra varidvel, e imagina as duas varidveis
variando suavemente e continuamente.

Covariagio
continua
segmentada

A pessoa visualiza variagbes no valor de uma varidvel como ocorrendo simultaneamente
com as variagbes no valor de outra varidvel e visvaliza ambas as varidveis em variagdo
continua segmentada.

Coordenacio de

A pessoa coordena os valores de uma varidvel (%) com valores de outra varidvel (y) com a

valores antecipacdo da criacio de uma colegdo discreta de pares (%, v).
Coordenagio A pessca forma vma imagem bruta dos valores das quantidades variando juntos, como
grosseira de "ezsa quantidade aumenta enquanto essa quantidade diminud". A peszoa ndo visualiza gue
valores valores individuais das quantidades andam jumtos. Em vez disso, a pessoa visvaliza um

vincule frouxoe e nic multiplicative entre az mudangas geraiz nos valores das duas
guantidades.

Pré-coordenagio

A pessoa imagina que os valores de duas vanidveis variam, mas de forma assincrona - uma

de valores variavel varia e a segunda variavel varia, depois a primeira e assim por diante. A pessca
ndo antecipa criando pares de valores como objetos multiplicativos.
Sem A pessoa ndo tem imagem de varidveis variando juntas. A pessoa foca na variagdo de
coordenagio uma ou outra varidvel sem coordenagdo de valores.

Fonte: Thompson e Carlson (2017, p. 441, traducdo nossa)

Thompson e Carlson (2017) também apresentaram o que consideram um significado
de funcdo baseado em um raciocinio covariacional:

Uma funcdo, covariacionalmente, € uma concep¢do de duas quantidades variando
simultaneamente, de modo que exista uma relacéo invariavel entre seus valores que
possui a propriedade de que, na concepgao da pessoa, todo valor de uma quantidade
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determina exatamente um valor da outra. (Thompson & Carlson, 2017, p. 444,
traducdo nossa)

Nas se¢des seguintes, apresentamos e analisamos a revisdo sistematica.

Aspectos metodologicos da revisdo sistematica

Para realizar esta revisdo sistematica tomou-se como base o modelo proposto por
Ramos et al. (2014), que é operacionalizado de acordo com o seguinte protocolo:

(i) objetivos, que definem a problematica e o problema de pesquisa;

(if) equacdes de pesquisa, que consistem dos termos da busca associados a operadores
booleanos;

(i) &mbito, que define as bases de busca, considerando suas especificidades;

(iv) critérios de inclusdo, que definem caracteristicas dos estudos que os qualifica como
aceitaveis com base nos objetivos definidos na pesquisa;

(v) critérios de exclusdo, que definem caracteristicas dos estudos que os exclui dos
resultados, com base nos objetivos definidos na pesquisa;

(vi) critérios de validade metodoldgica, que asseguram a objetividade da pesquisa;
(vii) resultados;
(viii) tratamento de dados.

Partiu-se inicialmente de um quadro mais geral de estudos sobre covariacdo, para em
seguida fazer um recorte sobre aqueles estudos que envolveram o uso de tecnologias digitais
pelos sujeitos. Foram coletados artigos de pesquisa entre os dias 10 e 20 de maio de 2019, em
duas bases de dados: ERIC (Education Resources Information Center) e Portal de Periddicos
Capes (Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior). Ambas as
plataformas sdo bibliotecas digitais on-line que reinem recursos e producdes cientificas a
nivel internacional.

As equacdes de busca foram baseadas na combinacao ‘“covariation OR covariational
AND Mathematics Education” (traduzida em inglé€s, portugués e espanhol). Os critérios de
inclusédo e exclusdo séo descritos no quadro 2. A verificacdo dos critérios garantiu a validade
metodoldgica da revisdo.
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Quadro 2 — Critérios de incluséo e exclusao

Critérios de inclusdo Critérios de exclusido

Artigos em periodicos revisados por pares, que
abordam pesquisas na drea da Educacic Matematica
sobre o ensino e aprendizagem de fungo na

perspectiva da covariagio Inacessibilidade ou indizponibilidade do artigo

no enderego de hospedagem
Pericdo de publicagdo: 2014 2 2019

Idiomas: portugués, inglés e espanhol

Fonte: Elaborado pelos autores.

Apdbs a coleta, os estudos foram listados separadamente por base de dados e em
seguida combinados em uma lista Unica de artigos, excluidas as duplicidades. Apos isso, foi
feita a leitura completa dos textos e posteriormente a analise.

Os resultados foram estruturados em duas partes, de forma a contemplar cada uma das
questdes de pesquisa. Foram categorizados dados gerais dos estudos como: ano de
publicacdo, base de dados de origem, idioma, perfil dos sujeitos e objetivo do estudo. A
primeira questdo de pesquisa (“Quais 0s aspectos envolvidos no ensino e na aprendizagem de
fungdes sob uma perspectiva covariacional?””) foi subdividida nas seguintes questoes
especificas:

e Que aspectos cognitivos e dificuldades sdo apontados como importantes nos
estudos sobre o raciocinio covariacional?

e Que aspectos epistemologicos das funcbes sdo destacados pelas pesquisas e
quais as suas relacbes com o desenvolvimento do conceito de funcdo por uma
perspectiva covariacional?

e Que aspectos do ensino sdo apontados como tendo impacto na abordagem
covariacional de funcdes?

Na segunda parte, os dados foram estruturados de forma a permitir uma analise das
possibilidades das tecnologias digitais para uma perspectiva covariacional. Buscou-se
responder a seguinte pergunta:

e Quais as possibilidades, contribuicbes e limitagcbes na abordagem
covariacional por meio de tecnologias digitais apontadas nos estudos?

Os estudos foram analisados com o objetivo de identificar-se especificamente como o
uso das tecnologias digitais impactou os resultados. Esse impacto nem sempre se mostrou
explicito nos textos, porque apesar de muitos deles envolverem o uso de tecnologias, nao
parecem ter considerado o seu papel como critico na investigacdo. Nesses casos, analisou-se
a discussdo dos dados dos estudos e buscou-se identificar 0s momentos nos quais 0 uso das
tecnologias e a analise desse uso foram explicitados pelos autores, de forma a construir uma
analise do impacto das tecnologias nesses estudos.
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Resultados

Os resultados sdo apresentados e discutidos nesta se¢do, com base nas perguntas da
pesquisa e nos construtos tedricos da perspectiva covariacional de funcéo.

Aspectos gerais dos estudos

Apos a aplicacdo dos critérios de inclusdo e exclusdo, a pesquisa no ERIC resultou em
14 estudos, todos em inglés; a pesquisa no Portal da Capes resultou em 21 estudos, dos quais
20 em inglés e 1 em espanhol. A pesquisa em portugués ndo retornou resultados, o que sugere
que a abordagem covariacional ndo teve a devida atengédo da pesquisa brasileira até o periodo
em que este estudo alcancgou.

Excluindo-se as duplicidades de estudos nas duas bases, a revisao resultou em 26
estudos, dos quais 11 estudos envolveram o uso de tecnologias digitais pelos sujeitos das
pesquisas. A tabela 1 detalha o processo de filtragem dos estudos de acordo com os critérios.
A lista de estudos selecionados pode ser consultada no apéndice A.

Tabela 1 — Quantidade de estudos

Base Total Excluidos Excluidos Total Total Uso de tec.
inicial (critérios inclusdo) {critério exclusio) unificado digitais
CAPES 23 3 1 21
ERIC 49 31 4 14 26 11

Fonte: Elaborada pelos autores.

Ao analisar e categorizar os objetivos de pesquisa dos estudos, foi encontrado que a
maioria deles investigou como conceitos relacionados a funcao sdo construidos pelos sujeitos
e 0 papel da covariagdo nessa construgdo. Outra parte considerdvel dos estudos analisou ou
caracterizou aspectos do raciocinio covariacional em si e apenas dois estudos tiveram por
objetivo investigar potencialidades de tecnologias para abordar covariagcdo. O gréfico 1
representa essa categorizacao:
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Investigar a construcio de conceitos com o
suporte do raciocinio covariacional

Analisar/caracterizar aspectos e processos do
desenvolvimento do raciocinio covariacional

Investigar relacGes entre a aprendizagem de
fungodes com foco na covariacio e abordagens
didaticas, tarefas ou condigGes especificas

Investigar significados/concepedes de sujeitos
de conceitos associados a covariacio

Explorar/discutir potencialidades de ambientes
computacionais para abordar funcées com
énfase na covariagio

10
Graéfico
1 - Quantidade de estudos por categorias de objetivos
Fonte: Elaborado pelos autores

O grafico 2 aponta os perfis dos sujeitos envolvidos nos estudos, que foram estudantes
e professores. Os estudantes foram distinguidos pelo nivel de ensino: secundario e superior.
O ensino secundario, de uma forma geral corresponde a fase que abrange por volta do dos 11
aos 18 anos de idade em diversos paises. A maior parte dos estudos em covariacdo foi
aplicada com estudantes do Ensino Secundario, na sua maior parte, dos anos finais. Entre os
estudantes do Ensino Superior, dos nove estudos, trés foram com estudantes de cursos de
formacdo inicial de professores de Matematica e os demais com outros cursos que incluem as
disciplinas de Calculo ou Pré-Célculo na grade curricular. Os estudos com professores
incluem dois envolvendo professores em pratica e um envolvendo professores na pds-
graduacéo.

Ensino Secundario Ensino Sul)mim Professores

Gréfico 2 — Perfis dos sujeitos das pesquisas
Fonte: Elaborado pelos autores

Nas secOes seguintes, aprofundamos a analise e a discussdo sobre 0s aspectos
Zetetiké, Campinas, SP, v.31, 2023, pp. 1-26 — 023026 ISSN 2176-1744
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envolvidos na abordagem de fungdes sob uma perspectiva covariacional e, posteriormente,
abordamos a contribuicdo das tecnologias digitais nessa perspectiva.

Aspectos cognitivos envolvidos na abordagem covariacional de funcéo

Os resultados reportam a importancia de processos e suportes cognitivos para o
raciocinio covariacional, como a criagdo de objetos multiplicativos, a quantificacdo e o0 uso
de imagens suaves de variagdo. Ja as dificuldades associadas a covariacdo sao relacionadas a:
quantificar a variagdo, conceber a variacdo e a forma como variaveis/quantidades variam
entre si, modelar relagdes funcionais covariacionalmente e, representar e interpretar a
covariacao em diferentes registros de representacao.

A guantificacdo é essencial para o raciocinio quantitativo e covariacional (Thompson,
1994; Thompson & Carlson, 2017), esse processo envolve a conceitualizacdo de um objeto,
tal que ele tenha um atributo que possa ser medido. Os estudos E2, E11 e E17 apontaram a
importancia de conceber os atributos como coisas capazes de variar e possiveis de medir,
para um raciocinio covariacional efetivo.

No estudo E2, Johnson e McClintock (2018) investigaram as condigfes que
estimulam o discernimento de estudantes quanto a variacdo variavel. Nessa investigacdo, 0s
estudantes exploraram relagdes funcionais entre 0 comprimento e a area de figuras planas,
nas quais havia situacdes de variacdo no aumento ou decréscimo das variaveis (ex.: aumento
“decrescente”), os autores concluiram que os alunos que discerniram essa variagdo haviam
concebido as quantidades envolvidas como possiveis de medir (quantificacdo) e variar. J4 no
estudo E17, Moore (2014) caracterizou o progresso de um estudante de Pré-Calculo ao
explorar a medida do angulo e as fungdes trigonométricas. O autor considerou que a
quantificacdo da medida do angulo foi um trampolim critico para um aluno raciocinar
covariacionalmente na abordagem da funcéo seno.

Outro processo apontado como importante é a criagdo de um objeto multiplicativo dos
atributos das quantidades em covariacdo (Saldanha & Thompson, 1998). No estudo EO9,
Thompson, Hatfield, Yoon, Joshua e Byerley (2017) investigaram o raciocinio covariacional
de 487 professores, que apds assistirem a uma animagao dinamica mostrando valores de duas
magnitudes variaveis, foram solicitados a esbocar um gréafico que expressasse a relagdo entre
ambas. Um dos resultados do estudo foi o de que os professores que criaram objetos
multiplicativos dos valores das duas quantidades construiram os graficos mais precisos.

O uso de imagens suaves de variacao (Castillo-Garsow, 2012; Thompson & Carlson,
2017) foi apontado como importante nos estudos E11 e E19 para fomentar o raciocinio
covariacional e dar suporte aos estudantes no discernimento da variacdo na intensidade da
variagdo (figura 1). Em E11, Johnson, McClintock e Hornbein (2017) analisaram como o
raciocinio covariacional de um estudante em uma tarefa envolvendo uma situacdo de roda-
gigante influenciou o seu raciocinio covariacional em uma tarefa envolvendo o enchimento
de garrafas. Ja em E19, Johnson (2015) investigou o processo de quantificacdo de proporcao
e taxa de estudantes do ensino médio.
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Figura 1 — Uma tarefa do estudo E11 envolvendo variagdo na intensidade da variagdo na relagao
funcional entre a distancia percorrida em uma roda gigante e a altura relativa.
Fonte: Johnson, McClintock and Hornbein (2017, p.854)

As concepgdes dos estudantes de conceitos relacionados a covariacdo também podem
estar relacionadas a um raciocinio covariacional mais consistente ou ndo. O conceito de razdo
foi apontado nos estudos E19 e E25 como tendo um papel importante na concep¢do dos
estudantes de taxa de variagdo e em como eles utilizam esse conceito para raciocinar
covariacionalmente. No estudo E25, Johnson (2015) investigou como o0s estudantes
raciocinaram sobre quantidades envolvidas na taxa de variagdo ao trabalharem em tarefas que
envolvem representacdes de quantidades em covariagéo.

J& o0s equivocos matematicos nas concepgdes de limites tiveram um papel limitador
para o raciocinio covariacional de estudantes nas pesquisas E5 e E23. No estudo E5, Jones
(2015) examinou o raciocinio de estudantes de Calculo com relacédo a limites no infinito e
limites infinitos. J& no estudo E23, Nagle, Tracy, Adams e Scutella (2017) investigaram a
construcdo do entendimento intuitivo de estudantes sobre limite como um valor previsto de
uma funcéo.

Com relacdo as dificuldades dos sujeitos em covariacdo (questdo 2), a dificuldade em
quantificar a variacdo apareceu nos estudos E1, E4 e E17 como uma limitagdo ao raciocinio
covariacional, pois embora visualizassem a variagdo, 0s estudantes ndo conseguiam
quantificar a forma como ela ocorria.

No estudo E4, Ellis, Ozgur, Kulow, Dogan e Amidon (2016) investigaram o
entendimento de estudantes de crescimento exponencial no contexto de quantidades em
covariacdo. Os estudantes exploraram uma simulagdo computacional envolvendo uma planta
cuja altura crescia exponencialmente em funcéo do tempo. No inicio do experimento, embora
os alunos descrevessem qualitativamente o crescimento exponencial, ndao conseguiam
quantificar a maneira como a planta crescia. Ja no estudo E1, Lagrange (2014) discutiu a
contribuicdo de ambientes de software com caracteristicas dindmicas para o aprendizado de
funcBes, ao analisar as interacbes de estudantes que exploraram a covariagdo em um
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software, 0 autor apontou que alguns estudantes percebiam a variagdo, mas nao entendiam
que ela poderia ser quantificada.

Outra dificuldade apontada nos estudos realizados foi a incapacidade de relacionar a
variacdo de uma variavel com a variacdo em outra variavel. O estudo E23 investigou a
compreensdo de limite de estudantes de Calculo e apontou que muitos estudantes descreviam
os valores em uma varidvel aproximando-se mais e mais de um valor especifico, mas néo
descreviam o ‘movimento’ correspondente nos valores da outra varidvel. No estudo E7,
Aranda e Callejo (2017), investigaram a constru¢cdo do conceito de funcdo integral por
estudantes do ensino médio com o uso de um applet. Tanto em E7 quanto em E4, os
estudantes ndo conectaram o crescimento na variavel dependente com o crescimento na
variavel independente nas funcdes exponencial e integral.

Nos estudos E1 e E13, que investigaram o uso de ambientes computacionais para o
ensino e aprendizagem de funcdes (Lagrange, 2014; Lagrange & Psycharis, 2014), os alunos
tiveram dificuldades na identificacdo das varidveis que estavam em covariacdo na
modelagem de relagGes funcionais em softwares.

A interpretacdo de graficos de funcdes por uma visdo covariacional também é
problematica, tanto para estudantes quanto para professores em formagcdo inicial. O estudo
E17, ao analisar o raciocinio quantitativo de estudantes de Pré-Calculo na funcdo seno,
apontou que, no inicio do experimento, eles interpretaram o grafico com base em aspectos
ndo-quantitativos, da forma e dos movimentos fisicos envolvidos na situacdo, sem levar em
conta a variagdo conjunta das variaveis envolvidas: “para os alunos, o grafico era suave
porque O percurso era suave tanto em movimento quanto em forma.” (Moore, 2014, p.26,
traducdo nossa). Também foi apontada a dificuldade em interpretar o comportamento da taxa
de variacao a partir do gréfico da funcéo.

No estudo E16, Yemen-Karpuzcu, Ulusoy e Isiksal-Bostan (2017) investigaram as
habilidades em raciocinio covariacional de futuros professores de mateméatica em uma tarefa
sobre eventos funcionais dindmicos. Tanto em E16 como em E15, 0s sujeitos interpretaram
os gréficos incluindo uma variavel independente “tempo” em situagdes nas quais essa
quantidade ndo estava envolvida, como gréficos de volume em funcdo da altura.

Algumas dificuldades estdo ligadas a representagdo da covariacdo. No estudo E21,
Habre (2017) investigou como estudantes coordenaram a covariagdo no sistema de
coordenadas polares com a covariacdo no sistema cartesiano (figura 2), os resultados
mostraram que 0s modos de pensar dos estudantes sobre gréaficos estavam enraizados no
sistema cartesiano, o que dificultou uma intepretacdo covariacional no sistema polar,
principalmente em situa¢des com distancias radiais negativas.
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Figura 2 — Gréficos de y = sen (2x) e de r = sen (26)
Fonte: Adaptado de Habre (2017, p. 61)

Raciocinar covariacionalmente a partir de um modelo algébrico ou férmula também
foi apontado como um desafio. No estudo E3, Jones (2017) investigou as formas de entender
e de pensar de estudantes do Ensino Superior sobre as derivadas aplicadas em contextos nao-
cinematicos. O autor mostrou que estudantes interpretaram expressfes da taxa de variacdo e
da derivada pensando nelas como montantes para a quantidade original, como, interpretar
dF/fm = GM/r? como se fosse F = GM/r?. Mesmo aquelas expressdes que ndo envolviam uma
equacéo foram interpretadas como representando um montante e ndo uma taxa de variagéo ou
uma expressao que define uma relagdo entre as variaveis.

Aspectos epistemoldgicos das funcGes e covariacao

Os diferentes tipos de funcdo tém diferentes aspectos covariacionais ligados a sua
epistemologia matematica. Alguns estudos mostraram a necessidade de se levar em conta
caracteristicas intrinsecas a cada fungdo para uma compreensdo covariacional e que ha
dificuldades intimamente relacionadas a essas caracteristicas.

O estudo E4 abordou o raciocinio de estudantes sobre o crescimento exponencial e
mostrou que uma imagem desse crescimento como “multiplicagdes repetidas” e limitado a
pequenos intervalos na reta dificultou a generalizagdo para intervalos arbitrariamente grandes
ou pequenos, embora essa forma de raciocinar esteja naturalmente relacionada a forma como
a funcdo exponencial é definida. Os autores apontam que a evolu¢do no raciocinio
covariacional dos estudantes iniciou com a mudanca das imagens de repeticdo multiplicativa
para uma capacidade de coordenar a razao de valores de y para variacdes em x por multiplas
unidades, um processo de reunitizacdo, também apontado como fundamental por Confrey e
Smith (1994).

Com relagdo as fungbes trigonométricas, o estudo E17 chama atencdo para a
necessidade do raciocinio covariacional ndo ser apoiado apenas numericamente, visto que
essas funcBes ndo podem ser calculadas por operacdes aritméticas. O autor apontou a
quantificacdo da medida do angulo como um trampolim critico para uma abordagem
covariacional da funcdo seno. (Figura 3).
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Figura 3 — Representacdo da covariagdo no problema do ventilador (estudo E17)
Fonte: (Moore, 2014, p.11)

As funcgdes polinomiais tém um padrdo de variagédo relacionado entre si (Lima et al,
2005). No estudo E20, Hohensee (2016) pesquisou como alunos perceberam aspectos
covariacionais na funcdo afim ap6s uma instrucdo sobre a funcdo quadratica. Os resultados
mostraram que a maioria dos estudantes percebeu a caracterizagdo covariacional na fungéo
linear apos ter percebido a covariagdo na funcdo quadratica. O autor concluiu que, em certas
condigdes, ‘perceber’ aspectos em novos conceitos (no caso, taxa de variacdo na funcdo
quadréatica) pode influenciar ‘perceber’ 0s mesmos aspectos em conceitos previamente
encontrados (no caso, taxa de variacdo na funcédo afim).

Os aspectos epistemolégicos destacados mostram que ha caracteristicas importantes
para uma compreensdo covariacional que precisam ser levadas em consideracdo nessa
perspectiva de funcéo.

O ensino de fung¢bes por uma abordagem covariacional

No contexto do ensino, estudos revelaram influéncias das escolhas e aspectos
didaticos no desenvolvimento do raciocinio covariacional.

Os estudos E6, E9 e E15 mostram como diferentes contextos pedagogicos e curriculos
influenciam nas diferencas entre estratégias, erros e concepcles de estudantes e professores.
No estudo E6, Watson, Ayalon e Lerman (2018) analisaram como conceitos importantes para
entender funcBes sdo desenvolvidos em estudantes de dois contextos curriculares: Inglaterra e
Israel. Nos dois contextos nacionais diferentes, um curriculo de abordagem mais intuitiva e
outro de abordagem mais formal de fungdo foram relacionados com as diferentes estratégias
de estudantes ao resolverem problemas com foco na covariagdo. No primeiro contexto, houve
mais intuicdo sobre variabilidade, enquanto no segundo, houve maior éxito em
generalizacBes por meio de uma expressao algébrica e na abordagem de correspondéncia.

O design das tarefas foi apontado como diretamente relacionado a um raciocinio
covariacional mais explicito e efetivo nos estudos E2, E4, E6, E11, E12, E14 e E15. Em E12,
essa relacdo foi apontada por Ayalon, Watson e Lerman (2015) em uma investigacdo das
formas nas quais estudantes lidam com dados de sequéncias lineares e as relagdes entre esses
dados e o design das tarefas. Tal relacdo também foi apontada em E14 por Wilkie e Ayalon

Zetetiké, Campinas, SP, v.31, 2023, pp. 1-26 — 023026 ISSN 2176-1744



1 ZEIEke

DOI: 10.20396/zet.v31i00.8664258

(2018), que investigaram evidéncias do pensamento funcional sobre funcdes afim em
estudantes do ensino secundario em diferentes contextos e representacoes.

O estudo E6 aponta que experiéncias de tarefas escolares e as formas nas quais elas
sdo apresentadas podem ter um efeito determinante no uso de um raciocinio baseado em
covariagdo ou correspondéncia. Estudos também apontaram a necessidade de integrar
diferentes representacdes (E1, E5, E7 e E13) e usar diferentes contextos (E3 e E13) para
abordar funcdo por uma perspectiva covariacional.

As pesquisas relacionadas ao conhecimento matematico e aos significados de
professores em pratica e em formacao inicial mostraram que as dificuldades enfrentadas por
eles sdo semelhantes as dos estudantes, o que aponta um ciclo problemético no ensino da
covariacao.

Foram relatados problemas com os significados atribuidos por professores a conceitos
centrais como taxa de variagio e com a interpretacdo de gréaficos de funcgdes
covariacionalmente. No estudo E26, Musgrave e Carlson (2017) investigaram os significados
matematicos de estudantes de poés-graduacdo para a ideia de taxa de variagdo média; no
estudo E18, Byerley e Thompson (2017) investigaram o significado de 251 professores do
ensino médio para inclinacdo, medida e taxa de variacdo; ja no estudo E10, Zengin (2018)
investigou como 33 estudantes da formacéo inicial de professores construiram a relacéo entre
conceitos de diferencial e derivada. Estes trés estudos (E26, E10 e E18) mostraram
significados frageis e limitados de professores para taxa de varia¢do, como “computar” um
valor ou com significados ligados a velocidade.

O estudo E16 mostrou que professores podem interpretar graficos de funcbes pela
forma do grafico, sem referéncia a como as variaveis variam, além de terem problemas para
interpretar o papel de cada variavel e incluirem o tempo como varidvel, mesmo em relagdes
nas quais a variavel tempo nao esta envolvida. Ja o estudo E10 mostrou casos nos quais
professores em formacdo inicial, ao explorarem relagdes entre os conceitos de diferencial,
derivada, tangente e inclinacdo, interpretaram pontos e retas tangentes ao grafico atribuindo
movimento aos objetos em si: “a secante se torna tangente”, revelando um significado
equivocado de variavel.

De forma geral, os estudos com foco em aspectos didaticos mostraram diversas
variaveis envolvidas na abordagem covariacional e como dificuldades dos estudantes podem
ter sua raiz nas escolhas didaticas ou nas concep¢des equivocadas dos professores, 0 que
pode apontar para limitacGes da formacdo de professores para lidar com a abordagem da
covariacao.

O papel e as possibilidades das tecnologias digitais para uma abordagem covariacional

Para abordar a questdo: “Quais as possibilidades, contribui¢des e limitagdes das
tecnologias digitais na abordagem covariacional apontadas nas pesquisas?”’, foi feito um
recorte nos resultados, que incluiu apenas os 11 estudos com o uso de tecnologias digitais
(tabela 1).
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Uma consideracdo inicial é que, mesmo nesses 11 estudos, ndo necessariamente a
tecnologia digital foi objeto da pesquisa ou um elemento central nas analises. Menos da
metade (cinco) desses estudos citam as tecnologias no titulo ou no resumo do artigo e, apenas
2 estudos tiveram as tecnologias em si como foco principal nos seus objetivos, o que revela
uma possivel visdo da tecnologia como mera coadjuvante na construgdo do conhecimento.

Os dados foram analisados e buscou-se por momentos nos quais 0 uso das tecnologias
e a analise desse uso foram explicitados pelos autores, de forma a construir uma analise do
impacto das tecnologias nesses estudos. Os resultados foram categorizados em dois topicos:
(i) aspectos e contribuicdes das tecnologias digitais para uma abordagem covariacional e (ii)
dificuldades e limitacdes no uso de tecnologias digitais para uma abordagem covariacional.

Aspectos e contribuicdes das tecnologias digitais para uma abordagem covariacional

Os aspectos e contribuicdes das tecnologias digitais destacados nos estudos incluem: a
representacdo da variacdo de forma dindmica e continua, que permite a manipulacéo
dindmica de variaveis; a conexdo dindmica e simultanea entre representacfes/notacdes; a
possibilidade de acdo sobre as representaces/notacdes; a escala automatica e continua do
gréafico e as ferramentas para a testagem de hipdteses e da invariancia.

Os estudos E4, E10 e E13 apontaram contribuices da representacdo e manipulagéo
dindmica de variaveis. Em E4, os autores utilizaram uma simulacdo do crescimento de uma
planta para abordar a covariagdo no crescimento exponencial (figura 4), os resultados
apontaram que a possibilidade de manipular as quantidades de forma ‘continua’ e dindmica
fomentou a capacidade dos estudantes de coordenar o crescimento multiplicativo em y com o
crescimento aditivo em X, que é um aspecto central no crescimento exponencial.

ABC 033 | ofe| Mowe
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Figura 4 — O script jactus no ambiente Geogebra, utilizado no estudo E4.
Fonte: (Ellis, Ozgur, Kulow, Dogan & Amidon, 2016, p.157)
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Para os autores do estudo E13, a exploragdo dinamica em um ambiente LOGO (figura
5) contribuiu para que os estudantes identificassem e caracterizassem tipos de dependéncias
(aditiva, multiplicativa) entre as quantidades em uma situacdo de construcdo de um modelo
da letra “N”. Além disso, a manipulacdo dos valores das varidveis por meio de controles
deslizantes permitiu que os estudantes percebessem, por meio das deformagdes da figura, se
as suas construcGes foram bem-sucedidas ou ndo. J& no estudo E10, o uso de controles
deslizantes e a possibilidade de arrastar pontos no grafico, contribuiram para relacionar a
tangente a uma curva com a derivada.

Aprdo Enciepyodi Avolmen Mo LOGO

DEHE L@ » s BR%Ra

letterN 200 240

oveveoyy: Eoun v o030 crohivfbebopivun.

Figura 5 — Construcdo de um modelo da letra N no ambiente LOGO
Fonte: (Lagrange & Psycharis, 2014, p.266)

Um outro aspecto do meio computacional apontado como importante nas pesquisas
El, E2, E4, E7 e E11 é a conexdo dinamica e simultanea entre representacdes/notacdes, que
possibilita representar variacGes dinamicas simultaneamente e em madltiplas notacGes,
permitindo assim a articulacdo de diferentes aspectos conceituais. Segundo Kaput (1992),
ideias complexas raramente sdo bem representadas quando se usa apenas um sistema de
notagdo, e ainda, a conexdo de notacdes se justifica por “expor diferentes aspectos de uma
ideia complexa e revelar os significados de acbes em uma notacdo por meio da exibicédo das
suas consequéncias em outra notacdo.” (Kaput, 1992, p. 542, traducao nossa). No estudo E2,
um ambiente utilizado para articular a variacdo da &rea de poligonos (tridngulos e retangulos)
com um grafico de coordenadas (figura 6) foi apontado como um suporte ao discernimento da
variagdo variavel pelos estudantes.
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Figura 6 — Preenchimento da area do tridngulo e covaria¢do no estudo E2
Fonte: (Johnson & McClintock, 2018, p.8)

O estudo E1 destacou o potencial de um software que articulou formas simbdlicas
(gréficos, férmulas algébricas etc.) as manipulacbes dindmicas de objetos geométricos para
que os alunos estabelecessem ligagdes com as magnitudes em situagdes de covariacgao (figura
7).
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Figura 7 — Modelagem de uma relacdo de covariacdo com articulacdo de representaces (estudo E1)
Fonte: (Lagrange, 2014, p.3)

Do ponto de vista da interacdo entre 0s sujeitos e as tecnologias, destacamos alguns
aspectos que sugerem uma contribuicdo a exploracéo da covaria¢do. A possibilidade de acéo
sobre as representagdes/notacdes foi destacada nos estudos E7, E10, E13 e E17 como um
desses aspectos. Kaput (1992) diferencia uma notacdo de acdo de uma notagdo de exibicao:
0s sistemas usados apenas para exibir informac@es sdo referidos como notacdes de exibicdo,
ja aqueles usados como bases para transformacoes, sdo referidos como notagdes de acao.
Assim, um gréfico que apenas exibe a curva de uma funcdo distingue-se de um grafico que
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permite, além da exibicdo, acbes como variar as variaveis, o intervalo e a escala no préprio
grafico, com alteracdo simultanea da curva. Essas possibilidades estdo presentes nos estudos
citados.

A possibilidade de manipular as varidveis diretamente no gréfico, em vez de apenas
visualizar a variacdo passivamente, parece contribuir com um raciocinio mais efetivo, pois
variar e observar o comportamento da variavel sdo feitos de forma direta e simultanea pelo
usuario. No estudo E7, essa possibilidade foi utilizada para dar suporte a construgdo da
covariagdo entre uma varidvel, uma funcdo f definida no intervalo dado e a sua integral
(figura 8). Ja os autores do estudo E13 afirmaram que as varias representacbes e a
oportunidade de acdo sobre essas representacdes estabeleceram um milieu? rico, oferecendo
multiplas oportunidades de geracgéo de significados.
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Figura 8 — Manipulacéo de variaveis diretamente no grafico (estudo E7)
Fonte: (Aranda & Callejo, 2017, p.786)

Outra possibilidade, a escala automatica e continua do gréfico, foi destacada no
estudo E4 por dar suporte aos estudantes na construcdo de imagens de variacdo suave
(Castillo-Garsow, 2012; Thompson & Carlson, 2017) na exploracdo do crescimento
exponencial. Antes, eles tinham uma imagem desse crescimento como limitando-se a uma
multiplicacdo repetida.

Os estudos E13, E17 e E22 deram exemplos de como os estudantes podem utilizar as
tecnologias digitais como ferramentas para testar suas hipoteses sobre covariacdo e testar a
invariancia. No estudo E13, em um dos softwares do estudo, o teste foi por meio da
deformacdo ou ndo do objeto grafico com a variacdo por meio dos controles deslizantes
(figura 5), no outro software do estudo, estudantes perceberam que ao mover um ponto

* Da Teoria das SituacOes Didaticas de Brousseau: subsistema autdnomo, antagonico ao sujeito.
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horizontalmente em uma janela, o tracado do gréafico ndo se movia, permitindo inferéncias
sobre a invariancia na relacédo entre as variaveis.

Jad no estudo E22, no qual Weber e Thompson (2014) analisaram como as
compreensdes de estudantes de gréaficos de funcbes de uma varidvel influenciam suas
generalizacGes para gréficos de duas varidveis, os estudantes utilizaram uma calculadora
grafica para tracar gréficos como forma de testar suas hipOGteses prévias sobre o
comportamento das fungdes.

Os aspectos computacionais apontados revelam um potencial para dar suporte a
construcao de significados de covariacdo pelos sujeitos. Embora reconhecendo esse potencial,
outros elementos precisam ser levados em conta para uma efetiva contribuicdo, como o papel
do professor, o design das tarefas, as condi¢des e configuracdes de uso das tecnologias, 0s
usos especificos, entre outros.

Dificuldades e limitacdes das tecnologias digitais para uma abordagem covariacional

Se por um lado as tecnologias digitais proveem um suporte a exploracdo da
covariacdo, por outro, é possivel que condicdes da sua utilizacdo, aliadas as caracteristicas do
meio computacional e ao design do artefato em si, estejam relacionadas a dificuldades e
limitacGes na exploracdo da covariagéo.

Como exemplo, o cenério rico em possibilidades e o dinamismo permitido pelo
computador podem se converter em mais complexidade para o raciocinio, em certas
situagdes. No estudo E10, professores em formagéo inicial explorando um ambiente dindmico
interpretaram o comportamento de variaveis e retas atribuindo movimentos a um mesmo
objeto, como na expressdo “a secante se torna tangente”, um equivoco que pode emergir com
mais facilidade em um meio dindmico. Ja nos estudos E1 e E13 foram reportadas
dificuldades dos estudantes em identificar e relacionar varidveis em situagdes nas quais a
covariacao entre elas ndo estava explicita.

Os estudantes também tiveram dificuldades em conectar seus significados de funcéo e
covariacdo com a semantica de um software no estudo E13. Foi confuso para eles quando um
comprimento no eixo y (na construgcdo geometrica da figura 9) foi identificado como variavel
independente, j& que na abordagem de funcgBes a variavel independente é comumente
representada no eixo X. O estudo também mostrou que os estudantes tiveram dificuldades em
conectar o conhecimento emergido na exploracdo de um software com o conhecimento
matematico padrdo, em um caso no qual a representacdo da covariacdo ndo se deu por
notaces matematicas (figura 5).

Zetetiké, Campinas, SP, v.31, 2023, pp. 1-26 — 023026 ISSN 2176-1744



20 ZEIEhKE

DOI: 10.20396/zet.v31i00.8664258

R
2 'a l-l Sead il g it e b P g P - a\ ) ~,/.. "-n
B H C Mt W
%___-__-_-* ot L Chind WO L
\ » -
,\ g 0=AB-BC ||y
| J;szl .
|
' y
\ >
M L SRR B
| . .......
| L
|
A D
U —

Figura 9 — Modelagem de uma fung&o a partir de um contexto geométrico (estudo E13)
Fonte: Lagrange e Psycharis (2014, p.274)

As dificuldades e limitagbes que podem surgir com o uso das tecnologias digitais
podem estar relacionadas tanto as caracteristicas do préprio meio computacional, quanto as
decisbes de design das tecnologias e das tarefas aplicadas com o seu uso. Dessa forma, é
necessaria uma atencdo especifica a esses fenbmenos, que a maioria das pesquisas nao
enfatizou suficientemente, o que revela uma parte das lacunas nas pesquisas sobre o uso de
tecnologias digitais para explorar covariacao.

Considerac0es finais e reflexdes

Esta revisdo de literatura teve por objetivo analisar um recorte do quadro atual de
pesquisas sobre covariagdo, dos pontos de vistas cognitivo, didatico, epistemologico e das
possibilidades das tecnologias digitais.

Do ponto de vista cognitivo, processos e aspectos como a criacdo de objetos
multiplicativos, a quantificacdo e o uso de imagens suaves de variacdo foram apontados como
importantes para dar suporte ao raciocinio covariacional. Os estudos também relacionaram a
abordagem da covariacdo as dificuldades dos estudantes em: conceber a variacdo conjunta
entre as variaveis, quantificar a variacdo, modelar funcdes covariacionalmente e, representar
e interpretar a covariagdo em diferentes registros de representacao.

Do ponto de vista da epistemologia matematica, os diferentes tipos de funcdes tém
diferentes aspectos covariacionais que o0s caracterizam. Dificuldades no raciocinio
covariacional podem estar relacionadas as caracteristicas intrinsecas de cada funcao, por isso,
esses aspectos precisam ser levados em consideragéo.

No contexto didatico, foram apontados fatores que podem influenciar na abordagem
de covariacdo, desde as escolhas curriculares, as formas nas quais a covariacao é abordada na
sala de aula, como o design das tarefas e as formas de representar fungdes. Esses aspectos
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podem influenciar no quanto os estudantes mobilizam seu raciocinio covariacional ou ndo. Ja
os estudos sobre conhecimentos, significados e concepcbes de professores mostraram, de
forma geral, um raciocinio covariacional insuficiente e significados frageis para conceitos
ligados a covariagéo.

Na andlise do suporte das tecnologias digitais, observou-se que poucos estudos deram
um status de objeto central ao uso das tecnologias, por outro lado, aqueles que o fizeram,
mostraram como esse foco enriquece a anélise e langa luz em fendmenos importantes, que de
outra forma passariam despercebidos.

As contribuicdes das tecnologias digitais apontadas nos estudos envolvem aspectos
como: a representacao da variacdo de forma dindmica e continua, que permite a manipulacao
dindmica das variaveis e a coordenacdo da variacdo; a conexao dinamica e simultanea entre
representacfes/notacles, que permite a emergéncia e a articulacdo de diferentes aspectos
conceituais da covariacdo; a possibilidade de agdo sobre as representacOes/notacdes, que
permite uma coordenacdo ativa da variacdo; a escala automatica e continua do gréfico, que
permite um suporte a construcdo de imagens de variacdo suave e as ferramentas para
testagem de hipdteses e da invariancia.

Por outro lado, também foram apontadas dificuldades associadas ao uso dessas
tecnologias, como as relacionadas a como as caracteristicas e a semantica dos ambientes
computacionais conectam-se aos significados de covariagdo dos estudantes e a como 0s
estudantes lidam conceitualmente com caracteristicas especificas do meio computacional,
como o dinamismo dos objetos.

A pesquisa na perspectiva covariacional é relativamente recente e tem muitas
questdes a serem exploradas. Porém, ao considerar o cenario da pesquisa brasileira, a busca
nas bases de dados no periodo pesquisado ndo retornou resultados, o que sugere que a
abordagem covariacional de fung@o ndo teve, pelo menos até o periodo indicado, a devida
atencdo como problema de pesquisa. E necessaria mais atencdo a este objeto, tanto no
contexto da pesquisa como na formacdo de professores e no curriculo de matematica do
ensino basico brasileiro.

Thompson e Carlson (2017) listaram topicos que necessitam de investigacdo: formas
de conceitualizar aspectos da covariacdo, relacBes entre curriculos e o raciocinio
covariacional, a pratica de professores no suporte ao raciocinio covariacional, entre outros.
Defendemos a inclusdo de um topico importante e necessario nessa lista: 0 uso de tecnologias
digitais no suporte ao desenvolvimento do raciocinio covariacional. Além disso, entendemos
que a investigacdo da aprendizagem em matematica apoiada no uso de tecnologias digitais,
requer um olhar para os aspectos e fendmenos especificos desse contexto.
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APENDICE A

Quadro 3 — Estudos selecionados

ZEIEke

Id Titulo Base Ano Tec. dig.
El A Functional Perspective on the Teaching of Algebra: Current Eric 2014 Sim
Challenges and the Contribution of Technology
E2 A link between students' discernment of variation in Capes 2018 Sim
unidirectional change and their use of quantitative variational
reasoning.
E3 An exploratory study on student understandings of derivatives in | Capes 2017 Nao
real-world, non-kinematics contexts
E4 An Exponential Growth Learning Trajectory: Students’ Capes/ 2016 Sim
Emerging Understanding of Exponential Growth Through Eric
Covariation
E5 Calculus Limits Involving Infinity: The Role of Students' Eric 2015 Nao
Informal Dynamic Reasoning
E6 Comparison of students’ understanding of functions in classes Capes/ 2018 Nao
following English and Israeli national curricula Eric
E7 Construccion de la Funcion Integral y Razonamiento Capes 2017 Sim
Covariacional: dos Estudios de Casos
E8 Covariation between variables in a modelling process: The Capes/ 2015 Nao
ACODESA (collaborative learning, scientific debate and Eric
self-reflection) method
E9 Covariational reasoning among U.S. and South Korean Capes 2017 Sim
secondary mathematics teachers
E10 Examination of the constructed dynamic bridge between the Capes 2018 Sim
concepts of differential and derivative with the integration of
GeoGebra and the ACODESA method
Ell Ferris Wheels and Filling Bottles: A Case of a Student's Transfer | Capes/ 2017 Sim
of Covariational Reasoning across Tasks with Different Eric
Backgrounds and Features
El2 Functions Represented as Linear Sequential Data: Relationships | Capes/ 2015 Nao
between Presentation and Student Responses Eric
El3 Investigating the Potential of Computer Environments for the Capes 2014 Sim
Teaching and Learning of Functions: A Double Analysis from
Two Research Traditions
E14 Investigating Years 7 to 12 students’ knowledge of linear Capes 2018 Nao
relationships through different contexts and representations

Fonte: Elaborado pelos autores
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Continuagao do quadro 3 — Estudos selecionados

ZEIEke

El5 Progression towards Functions: Students' Performance on Three | Capes/ 2016 Nio
Tasks about Variables from Grades 7 to 12 Eric
El6 | Prospective Middle School Mathematics Teachers' Covariational | Capes/ 2017 Nao
Reasoning for Interpreting Dynamic Events during Peer Eric
Interactions
E17 Quantitative Reasoning and the Sine Function: The Case of Zac Eric 2014 Sim
E18 Secondary mathematics teachers’ meanings for measure, slope, Capes 2017 Nao
and rate of change
E19 Secondary Students’ Quantification of Ratio and Rate: A Capes/ 2015 Nio
Framework for Reasoning about Change in Covarying Eric
Quantities
E20 Student noticing in classroom settings: A process underlying Capes 2016 Sim
influences on prior ways of reasoning
E21 Students' Challenges with Polar Functions: Covariational Eric 2017 Nao
Reasoning and Plotting in the Polar Coordinate System
E22 Students” images of two-variable functions and their graphs Capes/ 2014 Sim
Eric
E23 The Notion of Motion: Covariational Reasoning and the Limit Eric 2017 Nao
Concept
E24 The parametric nature of two students’ covariational reasoning Capes 2017 Nao
E25 Together yet separate: Students’ associating amounts of change Capes 2015 Nao
in quantities involved in rate of change
E26 Understanding and advancing graduate teaching assistants’ Capes 2017 Nio
mathematical knowledge for teaching

Fonte: Elaborado pelos autores
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