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Resumo

O objetivo desse artigo € promover uma discussdo a respeito da disciplina Andlise Real com vistas a entender
por que essa disciplina tem sua permanéncia em cursos de licenciatura em Matemaética, considerando sua
utilizacdo na Educacdo Bésica, e a0 mesmo tempo é téo criticada por seu rigor e formalidade. Para atingir esse
objetivo, trazemos um levantamento dessa disciplina em cursos de licenciatura em Matematica no Brasil,
perspectivas de trabalhos nacionais e internacionais a respeito do tema, situacbes relacionadas ao Ensino
Fundamental e Médio que justificariam discussdes em salas de aula de andlise, bem como um olhar para essa
disciplina com base no Conhecimento do Contetdo no Horizonte (HCK) e no Conhecimento Especializado do
Contetdo (SCK), pertencentes ao quadro tedrico do Conhecimento Matematico para o Ensino de Deborah Ball e
colaboradores. Como resultado elencamos algumas justificativas para a permanéncia dessa disciplina em
curriculos de licenciatura em Matemética.
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Abstract

The purpose of this article is to promote a discussion about the Real Analysis discipline to understand why this
discipline has its permanence in Mathematics degree courses, considering its use in Basic Education, and at the
same time it is so criticized for its rigor and formality. To achieve this goal, we bring a survey of this discipline
in undergraduate courses in Mathematics in Brazil, perspectives of national and international work on the topic,
situations related to Elementary and High School that would justify discussions in analytical classrooms, as well
as a look at this discipline based on the Horizon of Content Knowledge (HCK) and on the Specialized Content
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Knowledge (SCK) belonging to the theoretical framework of Mathematical Knowledge for Teaching by
Deborah Ball et al. As a result, we list some justifications for the permanence of this discipline in the
Mathematics Degree curriculum.

Keywords: Mathematics Education; Real Analysis; Mathematics Teacher Education.

Introducéo

Interessados em investigar e justificar a importancia da disciplina Analise Real para a
formacdo do futuro professor de Matematica, realizamos um levantamento acerca da oferta
dos cursos de licenciatura em Matematica, que ocorrem de forma presencial, no ambito das
instituicbes publicas do Brasil. Apesar de organizarmos os dados considerando os Institutos
Federais, Universidades Federais e Estaduais, no presente artigo, optamos por trazer o
panorama sem realizar essa subdivisdo, uma vez que o foco é a disciplina Analise Real. Tal
panorama € apresentado no Quadro 1, conforme a oferta por regido do Brasil.

Quadro 1 — A oferta de licenciatura em Matematica nas instituicdes pablicas do Brasil

Regido

Centro-oeste | Nordeste | Norte | Sudeste | Sul
36 101 44 75 49

Fonte: Os autores

Nesse cenario, a regido Nordeste configura com a maior quantidade de cursos de
licenciatura em Matematica, atingindo quase um terco do total, ou seja, 101 dos 305 cursos.
Com relagdo a disciplina Analise Real, em nossas leituras aos documentos dos cursos,
notamos a presenca de oito nomenclaturas diferentes: Analise; Analise Matematica; Analise
na Reta; Analise para Licenciatura; Analise Real; Fundamentos de Analise; Introducdo a
Analise e Topicos de Analise. O nome Analise Real foi o que apresentou maior
representatividade configurando em mais de um terco dos nomes das disciplinas nos cursos
pesquisados, motivo pelo qual estamos utilizando-o.

Salientamos que a tematica de Anélise Real ndo se apresenta como disciplina
obrigatdria em apenas dois cursos de licenciatura em Matematica do montante investigado:
no curso da Universidade Federal do Ceara (UFC) no municipio de Fortaleza e no curso da
Universidade Estadual do Norte do Parana (UENP) em seu campus no municipio de
Jacarezinho. O Quadro 2 traz os quantitativos de carga horaria média da disciplina Analise
Real nos cursos pesquisados por instituicdo e em cada Regido do Brasil.

Quadro 2 — Quantitativo médio de carga horéria de Analise Real nos cursos pesquisados em horas

Instituicdo Carga média de Analise Real em horas por Regido
Instituto Federal Centro-Oeste: 91 Nordeste: 78 Norte: 87
Sudeste: 71 Sul: 76 Total: 81
Universidade Federal Centro-Oeste: 106 Nordeste: 77 Norte: 79
Sudeste: 83 Sul: 93 Total: 88
Universidade Estadual Centro-Oeste: 107 Nordeste: 74 Norte: 83
Sudeste: 78 Sul: 110 Total: 90
Média Geral Centro-Oeste: 101 Nordeste: 76 Norte: 83
Sudeste: 77 Sul: 93 Total: 86

Fonte: Os autores
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A maior média regional pertence a Regido Centro-Oeste, que atinge 101 (cento e uma)
horas disponibilizadas para a disciplina Analise Real. Porém, os cursos pesquisados das
Universidades Estaduais da Regido Sul despontam com 110 (cento e dez) horas destinadas
em média para essa disciplina. Assim, apesar de determinadas regides apresentarem carga
horaria média maior que outras, bem como algumas instituicbes possuirem carga horéria
média maior que outras, é possivel observar de forma marcante a presenca da disciplina
Analise Real nas matrizes curriculares dos cursos de licenciatura em Matematica, que
ocorrem de forma presencial, no ambito das instituicGes publicas do Brasil.

Esse fator vai ao encontro do que é proposto nas Diretrizes Curriculares Nacionais
para o0s cursos de licenciatura em Matematica, que sugerem que conteidos de “Fundamentos
de Andlise” sejam contemplados no curriculo proposto pelas Instituicdes de Ensino Superior,
podendo ser distribuidos ao longo do curso.

A partir do panorama apresentado, em que é possivel perceber claramente a presenca
marcante da disciplina Anélise Real em cursos de licenciatura em Matemaética no Brasil, no
presente artigo buscamos entender a importancia de ela estar presente em praticamente todos
esses cursos, considerando sua utilizacdo na Educacdo Basica. Esse trabalho corresponde a
uma pesquisa bibliografica, na qual, segundo Severino (2007, p. 122), “Utilizam-se dados de
categorias tedricas j& trabalhadas por outros pesquisadores e devidamente registrados. Os
textos tornam-se fontes dos temas a serem pesquisados. O pesquisador trabalha a partir de
contribui¢des dos autores dos estudos analiticos constantes dos textos”.

O presente artigo se trata de uma revisdo narrativa. De acordo com Gongcalves e
Fiorentini (2019, p. 229), esse tipo de revisdo “[...] diferencia-se das revisdes sistematicas por
reunir, para revisdo, publicagdes que ndo possuam uma problemética definida e comum de
estudo, mas que abordam ou contemplam uma questdo ou temaética de interesse do
pesquisador”. Nesse contexto metodologico de investigagdo, buscamos responder a seguinte
questdo: “Por que o professor precisa estudar Analise Real no curso de licenciatura para
ensinar Matematica na Educagdo Basica?”. Com vistas a encontrar respostas a esse
questionamento, em um primeiro momento abordamos a visdo a respeito da disciplina
Analise Real segundo alguns autores como Dysman e Dysman (2021) e Moreira e Vianna
(2016), bem como apresentamos alguns resultados de pesquisas ja publicadas que revelam as
opinides de grupos envolvidos com o tema.

Na sequéncia, entendendo que “Os professores com um conhecimento conceitual
profundo na matéria estabelecem mais conexdes e relagbes com outros topicos e podem
transladar esse conhecimento ao ensino” (Marcelo-Garcia, 2009, p. 119), e que o
“conhecimento superficial prejudica os alunos, limitando-lhes uma compreensdo dos
conceitos, levando-os a representagdes erroneas da disciplina” (p. 119), e, com isso, justificar
a nossa visao a respeito da importancia da disciplina para a formagao dos futuros professores
de Matematica, nos apoiamos no Conhecimento do Conteldo no Horizonte (Horizon Content
Knowlege — HCK) pertencente ao quadro tedrico do Conhecimento Matematico para o Ensino
(Mathematical Knowledge for Teaching — MKT), de Deborah Ball e colaboradores.
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Por fim, interessados em justificar ainda mais a importancia dessa disciplina para a
formacédo do professor de Matematica, elaboramos duas situaces passiveis de acontecerem
em salas de aula do Ensino Médio e capazes de evidenciar que um conhecimento de contetdo
fragmentado e superficial podera afetar o modo como os professores ensinam, tornando-os
“incapazes de conectar os comentarios ¢ perguntas dos alunos com outros temas” (Marcelo-
Garcia, 2009, p. 119) ou restringindo as atividades dos estudantes a aspectos procedimentais.

Discussoes iniciais

Para discutir a importancia do ensino da disciplina Andlise Real para os licenciandos
em Matematica, acreditamos ser essencial buscar entender as posi¢cdes de alguns grupos
envolvidos neste processo, os pesquisadores da Matematica e da Educacdo Matematica,
professores formadores, professores de Matematica do Ensino Basico e licenciandos.

A pesquisa realizada por Almouloud, Silva, Miguel e Fusco (2008) ja apontava as
dificuldades com que professores da Educacdo Béasica se deparavam na resolugdo de
problemas que envolviam demonstracdes e provas matematicas, principalmente por eles
utilizarem uma linguagem matematica carente de significado e, por consequéncia, criando
barreiras para esses professores ensinarem seus alunos a raciocinar, argumentar, provar e
demonstrar matematicamente.

Para evidenciar a opinido de um grupo de matematicos e outro de educadores
matematicos, consideramos relevantes os dados trazidos por Cury, Moreira e Vianna (2005) e
Moreira e Vianna (2016). Nessas pesquisas foram utilizados questionarios muito parecidos,
com perguntas que dizem respeito aos conteudos que deveriam ser ministrados nas aulas de
Anélise Real para o curso de licenciatura em Matematica, a bibliografia de apoio para o
ensino dessa disciplina, bem como a obrigatoriedade da presenca da disciplina nos cursos.
Em nossa analise, focamos nas razbes utilizadas pelos entrevistados para justificar a
obrigatoriedade da disciplina Analise Real nos cursos de licenciatura em Matematica.

Cerca de 90% dos matematicos entrevistados consideravam a disciplina muito
importante para a formacao do professor de Matematica, devendo, obrigatoriamente, compor
a ementa do curso, enquanto que, para os educadores matematicos, na pesquisa de 2016, essa
foi a opinido de pouco mais de 80% dos entrevistados. Vale ressaltar que, tanto na pesquisa
de 2005 quanto na de 2016, ninguém manifestou a opinido de que a disciplina Analise Real
ndo deveria compor a ementa do curso, mas ha um pequeno percentual de entrevistados que
ndo responderam ou manifestaram opinides menos conclusivas. Apesar da natureza das
profissdes desses dois grupos serem muito distintas, as justificativas apresentadas por eles
foram muito parecidas, e estdo embasadas, majoritariamente, em trés eixos principais: 0
estudo de Analise Real é uma boa (e talvez a melhor) oportunidade que os alunos tém de
desenvolver uma cultura matematica e entender o que significa pensar matematicamente; o
estudo de Anélise Real proporciona uma base mais sélida para os futuros professores do
Ensino Bésico, que passam a ter mais seguranca ao ministrar aulas e mais facilidade em
estabelecer conexdes entre os temas que ensinam e, por fim, a Andlise Real tem aplicacbes
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em outras ciéncias, e estuda-la fornece meios para compreender fenémenos que ocorrem em
outras areas do conhecimento.

Outro grupo cuja opinido deve ser considerada, uma vez que tem relacdo proxima com
os futuros professores do Ensino Basico, € composto por professores da disciplina Anélise
Real nos cursos de licenciatura em Matematica. Martines (2012) concluiu, por meio das
respostas a uma entrevista realizada com quatro professores que ministram essa disciplina na
licenciatura e quatro coordenadores de curso, que, entre 0s motivos que justificam a
importancia dela no curso, alguns merecem destaque, a saber, o papel de fundamentar o
conhecimento matematico do futuro professor, mesmo considerando que a Anéalise Real ndo
tem uma aplicacdo direta no Ensino Bésico, consolidar e formalizar conteudos e, por ultimo,
fundamentar o conhecimento sobre o conjunto dos ndmeros reais.

Ha&, por fim, mais um grupo cuja opinido a respeito da Analise Real convém ser
mencionada. Gomes (2013) concluiu, apo6s pesquisa realizada com trés professores do Ensino
Bésico e trés académicos de licenciatura em Matematica, que a presenca dessa disciplina no
curso é rodeada, ainda, por algumas incertezas, e até contradi¢des, por parte dos sujeitos da
pesquisa. Eles acreditam que

[...] a disciplina de Analise ndo é significativa para o professor de matematica, mas,
ao mesmo tempo, proporciona ao licenciando/licenciado uma visdo profunda do que é
abordado na educacéo basica. [...] Da mesma forma que se mostra indtil, podendo ser
excluida da grade curricular de um curso de licenciatura em matematica, eclode em
possibilidades para fortificar e embasar as atitudes do professor (Gomes, 2013, p.
256).

Assim, Gomes (2013) mostra que, mesmo considerando a Analise Real uma disciplina
dificil, que gera sofrimento e aversdo e que é, muitas vezes, vista como formal demais pelos
sujeitos da pesquisa, eles compreendem o seu importante papel para os futuros professores do
Ensino Basico. De acordo com o autor, as respostas dos participantes de sua pesquisa
parecem apontar para duas trajetorias paralelas, que sdo transitadas pelos professores ou
futuros professores de Matematica: “a disciplina de Andlise ndo é significativa para o
professor de matematica, mas, ao mesmo tempo, proporciona ao licenciando/licenciado uma
visdo profunda do que é abordado na educacéo basica” (p. 256, grifo do autor).

Cabe salientar que, apesar das divergéncias e polémicas que cercam este assunto,
todas estas pesquisas apontam para uma unanimidade com relacdo a importancia da Andlise
Real na ementa dos cursos de licenciatura em Matematica. Ressaltamos que os dados
apresentados aqui retratam as opinides de um grupo restrito de pessoas e, por isso, ndo devem
ser generalizadas, nem tomadas como a opinido do grupo todo.

Gomes, Otero-Garcia, Silva e Baroni (2015) trazem relatos de pesquisas a respeito de
Analise Real, com discussfes diversas que vao desde a decoreba até a aritmetizacdo dessa
disciplina, que a libertou da argumentacdo geomeétrica e da intui¢do. Para esses autores,

[...] a formalidade da analise é uma heranca cultural de seu desenvolvimento; ao

longo da histéria, como corpo do conhecimento — e as técnicas empregadas, desde o
método analitico grego até a aritmetizacdo da analise pautaram-se na ideia de rigor
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caracteristica de cada época” (Gomes et al, 2015, p. 2).

Ainda segundo esses pesquisadores, “ha uma intima relacdo entre a analise (em todas
as suas facetas) e as demonstragoes” (Gomes et al, 2015, p. 2), e algumas caracteristicas da
Analise Real surgem, como formal, dificil, tedrica e abstrata. De acordo com o0s autores,
trata-se de uma disciplina que necessita de contetdos de outras disciplinas, que o estudante
utilize intuicdo e que se precisa ir além dela.

Gomes et al. (2015) apoiados em Souza, Perez, Bicudo, Bicudo, Silva, Baldino e
Cabral (1991), argumentam que conteldos do ensino béasico se situam em dominios da
contagem e da medida, respectivamente, o discreto numérico e o continuo geométrico. Além
disso, os autores, a partir ainda do trabalho de Souza et al. (1991), tracam uma trajetdria para
a distribuicdo de disciplinas em um curso de licenciatura em Matematica para que, ao chegar
na Analise Real, o estudante tenha condi¢des de acompanhar a disciplina do modo como ela é
apresentada, o que levaria o estudante a construir os pensamentos diferencial e algébrico e a
complementar sua visdo de varios “conteudos abordados na educacdo basica pela perspectiva
da matematica” (Gomes et al., p. 1258). Asseguram, assim, que ela deva ser apresentada
quando da constitui¢do do pensamento diferencial.

Considerando a importancia do aprofundamento de conceitos mateméticos no
processo de formacdo do professor de Matematica, Gomes et al. (2015), ademais, expdem
dois pontos chamados por eles de significativos: “[...] a disciplina de andlise proporciona
certa autonomia ao professor atuante na educacdo basica” e “[...] coloca a disciplina de
analise dentre aquelas que elevam o nivel de pensamento do licenciado/futuro professor da
educacdo basica a um patamar superior” (p. 1260).

Nessa perspectiva, Dysman e Dysman (2021, p. 356), ao discutirem a problematica da
Analise Real na licenciatura em relacdo a uma colonizacdo epistémica e a uma logica do
pensamento abissal e da ecologia dos saberes de Boaventura Santos®, atentam para

[...] o fato de que, se por um lado tendemos a crer na importancia do ensino de
matematica (e da Andlise na Licenciatura) por seu potencial emancipador, por outro
lado, quando este ensino se transforma em imposicdo (de formulas, métodos,
teoremas, demonstrac@es, etc.) legitimada com base em hierarquias (entre saberes ou
sujeitos) que reproduzem a légica colonial, esse mesmo ensino pode ser transformado
em instrumento que contribui para a emergéncia da subumanidade moderna
mencionada por Santos, instrumento gque poda autoestima, sequestra autonomia e
produz submissdo. Eis o paradoxo da educacdo matematica formulado por Paul Ernest
(2004)°: “a matemética é muito clara e coerente, porém quando o raciocinio ndo é
entendido ela se torna o mais irracional e autoritario dos assuntos” (p. 356).

E claro que ainda ha muitas ddvidas a serem respondidas e inimeros questionamentos
podem ser feitos, mas, como 0 nosso objetivo neste artigo € apresentar alguns argumentos

5 Santos, B. S. (2018). Construindo as Epistemologias do Sul: Para um Pensamento Alternativo de Alternativas.
Volume 1. Buenos Aires: CLACSO. Disponivel em:
https://www.boaventuradesousasantos.pt/media/Antologia_Boaventura_PT1.pdf

® Ernest, P. (2004). Postmordernism and the Subject of Mathematics.In Walshaw, M. Mathematics Education
whithin the Postmodern. Greenwich: 1AP.
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gue mostrem a importancia da disciplina Analise Real nos cursos de licenciatura, vamos nos
ater a algumas perguntas principais. Moreira e Vianna (2016, p. 527) questionam

[...] por que o futuro professor da escola precisa adquirir essa cultura matematica que
a Anéalise Real oportuniza? Por que precisa entender o que significa pensar
matematicamente, segundo o desenvolvimento dessa disciplina o leva a entender? E
por gque, como futuro profissional docente da Educacdo Basica, ele precisa entender a
natureza desse conhecimento matematico que a Analise Real Ihe propde?

De acordo com Moreira e David (2005), ha distin¢cdes de abordagem e producdo do
conhecimento matematico desenvolvidas no ambito do Ensino Superior (com destaque para
0s cursos de Licenciatura em Matematica) e o conhecimento matematico ensinado no
contexto da Educacdo Baésica. Para os autores, o primeiro corresponde a Matematica
Académica que abrange todo o escopo cientifico de conhecimentos que sdo constatados e
constituidos por matematicos profissionais (aqui com destaque para a Analise Real), ja o
segundo se trata da Matematica Escolar que é formada pelos saberes matemaéticos ja
validados formalmente pela Matemética Académica, e que sdo relacionados ou conectados ao
processo de ensino e aprendizagem da Matematica na Educacao Basica.

Compreendemos que os conhecimentos de Matematica Académica estudados na
disciplina de Analise Real proporcionam, entre outras coisas, a validacdo tedrica e formal dos
conhecimentos de Matematica Escolar presentes na Educacédo Basica. No caso das defini¢es
e demonstracdes, segundo Moreira e David (2005), a prova matematica dedutiva e rigorosa
(presente em Analise Real) que conduz as demonstracGes matematicas, no ambito da
Matematica Escolar, em meio a pratica de ensino do professor de Matemaética, pode ser
trabalhada com argumentacdes menos formais e que sdo mais convenientes no contexto da
Matematica Escolar. Nesse sentido, Lima (2007) salienta que provar e demonstrar, mesmo na
Educacdo Basica, € uma forma de convencer pela razdo ao invés de pela autoridade, mas o
autor enfatiza que é preciso ter equilibrio para provar e demonstrar respeitando o nivel
intelectual dos alunos, priorizando certos fatos matematicos importantes, como por exemplo,
0 Teorema de Pitagoras, que possuam demonstracdes faceis e elegantes.

No processo de ensino e aprendizagem da Matematica, partir de aplicacbes com
resolucédo de problemas contextualizados, envolvendo a utilizagdo de metodologias de ensino
articuladas a fatos e personagens historicos da area, tem sido fonte de pesquisas no ambito da
Educacdo Matematica. Contudo, como destaca Lima (2007), precisamos formular e trabalhar
de forma correta, precisa e objetiva os conceitos e definicbes matematicas envolvidas no
processo educacional e os enunciados das proposi¢Ges, bem como promover a pratica do
raciocinio dedutivo, estabelecer conexdes entre diversos conceitos além das variadas
possibilidades de interpretacOes e reformulagdes de ideias que emergem das discussdes com
0s estudantes.

Colaborando com o debate, segundo Morais Filho (2016, p. 157, grifo do autor),

N&o é exagero dizer que expor as ideias de forma clara e precisa, e saber redigir uma
demonstracdo é tdo importante quanto inventa-la; ndo basta apenas resolver exercicios
complicados, ter sacadas geniais ou entender profundamente teorias matematicas. E
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necessario escrever as proprias ideias. O ato de escrever melhora 0 pensamento,
fortalece as convicgfes nos argumentos, apura 0 raciocinio e deve se tornar uma
prética.
Para Avila (2011, p. 1-2), “um dos objetivos principais da Analise para a licenciatura
é a pratica em demonstragdes. Enunciar e demonstrar teoremas ¢ uma das ocupagfes centrais
de todo professor ou estudioso da Matematica”. Assim, compreendemos que 0 estudo e o
desenvolvimento das demonstraces matematicas que abrangem o escopo disciplinar de
Anéalise Real buscam aprimorar a capacidade do futuro professor em conceituar
matematicamente e lhe fornecer suporte de conhecimento matematico para as discussées com
seus estudantes. Afinal, a Matematica “nao ¢ util apenas para as coisas concretas do cotidiano
real, mas é um instrumento formidavel para entender o mundo em suas formas tio variadas”
(D’Amore, 2011, p. 23).

Nesse contexto, compreendemos que a disciplina Analise Real é fundamental para a
formacdo inicial do professor de Matemaética, para que ele possivelmente tenha seguranca e
convicgdo na arte de conceituar matematicamente, escrever as proprias ideias e construir
demonstracfes matematicas. Ndo pretendemos dizer, com isso, que somente a presenca da
disciplina Anélise Real no curriculo obrigatorio da licenciatura em Matematica e sua
frequéncia por parte dos futuros professores, ja garantam uma boa formacéao profissional em
conceituacao e demonstracfes matematicas. Porém, a Andlise Real de alguma maneira fecha
um ciclo de amadurecimento matematico e, como destacam os trabalhos de Wasserman,
Fukawa-Connelly, Villanueva, Mejia-Ramos e Weber (2017) e Wasserman, Weber, Fukawa-
Connelly e Mcguffey (2019), cabe ao professor formador responsavel por esse componente
curricular promover didlogos a fim de estabelecer conexdes entre os contetdos de Analise
Real e os conteddos matematicos presentes no Curriculo da Educacdo Bésica. Na proxima
secdo, trazemos o entrelacamento entre 0 HCK e o SCK como aporte tedrico de nossas
discussoes.

Entre o Conhecimento do Contelido no Horizonte e 0 Conhecimento
Especializado de Conteudo a ensinar

Por muito tempo, acreditou-se que o dominio do conteido a ser ensinado era o que
bastava para o exercicio da pratica do professor. Assim, o conhecimento técnico do contetdo
era tido como necesséario e suficiente para o bom desenvolvimento da profissdo. No entanto,
na metade da década de 1980, a pesquisa em Educacdo foi marcada pelo inicio de um
movimento que apontava para a importancia de um tipo de conhecimento que vai além do
dominio técnico do conteudo. Schulman (1986) introduz, entdo, o Conhecimento Pedagogico
do Contetdo, que engloba o conhecimento necessario para a pratica do ensino e abrange
grande quantidade de exemplos, ilustragcdes, analogias e diferentes maneiras de se representar
as ideias. Nesse contexto, Schulman afirma que o Conhecimento Pedagdgico do Conteudo é
uma “maneira de representar ¢ formular o conteudo que o torna compreensivel para os outros.
[...] E também inclui um entendimento do que torna a aprendizagem de determinados topicos
facil ou dificil” (p. 9, tradugdo nossa). O autor distinguia o Conhecimento Pedagdgico do
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Contetdo daquele conteudo puramente técnico relativo ao assunto tratado.

Ball, Thames e Phelps (2008), na tentativa de desenvolver os estudos iniciados por
Schulman e estabelecer de maneira mais clara as distin¢des entre os tipos de conhecimento no
campo da Matemaética, comecam a utilizar, entdo, o termo Conhecimento Matematico para o
Ensino para se referir ao conjunto de todos os conhecimentos, habilidades e técnicas que
fazem parte da pratica do professor de Matematica, para além do conhecimento técnico do
conteddo. Tomando como base o trabalho desenvolvido por Schulman, eles propdem uma
subdivisdo do Conhecimento Matematico para o Ensino em dois subdominios: o
Conhecimento do Contetdo e o Conhecimento Pedagdgico do Conteudo, que sdo, entdo,
subdivididos em outras categorias de conhecimento. Uma delas, que é o foco aqui, resulta da
preocupacdo de Ball (1993) com a questdo de como a Matematica Escolar pode se conectar
com a Matematica Académica. Nesse contexto emerge o Conhecimento no Horizonte, uma
espécie de “visdo periférica da matematica, uma visdo do universo matematico mais amplo
que o ensino requer” (Ball & Bass, 2009, p. 1, traducio nossa).

O Conhecimento do Contetdo no Horizonte (HCK), para Ball, Thames & Phelps
(2008), funciona como uma consciéncia da maneira como conteddos matematicos se
relacionam uns com os outros no curriculo escolar, bem como apresenta possibilidades de
conexBes com a Matematica Académica. Conforme Ball e Bass (2009), o HCK diz respeito
as relac@es entre o que esta sendo ensinado no momento e um conhecimento mais profundo e
amplo das estruturas, ideias e principios matematicos. Jakobsen, Thames, Ribeiro e Delaney
(2012) definem o Conhecimento do Contetdo no Horizonte como uma

[...] familiaridade com a disciplina (ou disciplinas) que contribuem para o ensino do
contetdo escolar, proporcionando aos professores um senso de como o contetdo que
esta sendo ensinado esta situado e conectado ao territério disciplinar mais amplo. [...]
Permite que os professores ‘escutem’ os alunos, facam julgamentos acerca da
importancia de determinadas ideias ou questdes, e tratem a disciplina com integridade
[...] (p. 4642, traducdo nossa).

Vale ressaltar, no entanto, que isto ndo significa dizer que o professor deve ensinar
tais conteudos para seus alunos, o que poderia ser irresponsavel, uma vez que ndo fazem
parte do curriculo e integram um corpo de conhecimentos que 0s alunos nao estdo preparados
para acessar no momento. O conteido no horizonte atua como “uma consciéncia — mais
como um turista experiente e apreciativo do que como um guia turistico — do grande universo
matematico no qual as instrucdes e experiéncias presentes se situam” (Ball & Bass, 2009, p.
6, traducéo nossa).

Por outro lado, segundo Silva, Andrade e Santos (2018, p. 216, grifo dos autores), o
Conhecimento Especializado do Contetdo (SCK) a ensinar

[...] € Unico para o ensino, no sentido de que somente professores de matematica
(teoricamente) necessitam dele. Muitas vezes, durante a atividade do ensino, 0s
professores tém de fazer um tipo de trabalho matematico que outros ndo precisam
fazer. Este trabalho envolve uma espécie de descompactacdo da matematica, que ndo
se faz necessaria em outras areas. A intengdo e o objetivo pedagdgico, comprovam
gue esse tipo de conhecimento é bem mais do que uma sélida compreensdo do
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contetdo matematico.

A disciplina Andlise Real constitui um conjunto de conhecimentos de Matematica
Académica que (teoricamente) se situa no horizonte do professor de Matematica, e que ndo
deve ser ensinado aos estudantes da Educacao Basica. O professor formador responsavel pela
disciplina de Analise Real na Licenciatura em Matematica precisa estabelecer dialogos e
interlocugbes com conteudos da Matematica Escolar, no sentido de procurar problematizar
(formular e reformular problemas), dar outros significados aos contetdos escolares, fazer e
refazer conexdes desses contetdos, procurando promover transposi¢fes didaticas entre 0s
conhecimentos sistematico e formal da Anélise Real (Matematica Académica) e os conteddos
matematicos presentes na Educacdo Basica (Matematica Escolar), em acdes pedagdgicas ndo
dominadoras, mas solidarias, dos saberes académicos (HCK) em relacdo aos saberes da
prética escolar (SCK).

Algumas situag6es que justificam a importancia da Analise Real na
formacao de professores de Matematica

Situacéo 1

De acordo com Avila (2011), o contato que os estudantes da Educacdo Basica tém
com 0s numeros irracionais se limita ao estudo do numero m, associando-o a razdo do
comprimento de uma circunferéncia pelo seu didmetro, e “o aluno € apenas informado de que
a expansdo decimal desse numero ¢ infinita e ndo periddica” (p. 35). Para o autor, outro
momento critico com relacdo aos nimeros irracionais ocorre no estudo de calculos com
radicais, sendo, geralmente, somente informado aos estudantes que nimeros como V2 e /3,
por exemplo, s&o nimeros irracionais. Segundo Avila (2011, p. 35), “Esse ‘aprendizado’ dos
nameros irracionais pode deixar no aluno a impressao de que nimeros irracionais sdo 0 m e
alguns radicais; e ele talvez até forme a ideia de que o conjunto desses nimeros seja bem
reduzido, no maximo enumeravel”.

Tendo em vista o cenéario dessa relagéo fragil entre os estudantes da Educacao Basica
e os irracionais, no Quadro 3 apresentamos uma suposta situacdo no ambito do Ensino Médio
com o intuito de ilustrar a importancia de o professor de Matematica da Educagdo Bésica
possuir conhecimento de Analise Real mesmo que sua atuacdo seja apenas nesse nivel de
ensino.

Quadro 3 — Descrigdo da situacéo 1

Ap6s um professor de Matemética definir, em uma de suas aulas para o
Ensino Médio, namero racional como “o niimero que pode ser expresso como
quociente de dois inteiros”, numero irracional como “o nimero que nio ¢
racional” e R como 0 conjunto dos nlmeros que sdo racionais ou irracionais,
uma duvida que pode emergir de um estudante é:

___Professor, no nosso dia a dia e na disciplina de Matematica aparecem
mais niimeros racionais do que irracionais. E verdade que existem mais nimeros
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racionais do que irracionais?

Na sequéncia, na intencdo de responder seu colega, outro estudante pode
dizer:

___Claro que néo, o conjunto dos nimeros racionais e irracionais sdo ambos
infinitos, entdo eles tém a mesma quantidade de nimeros.

Fonte: Os autores

Para Klein (1932), a maioria dos estudantes da Educacéo Bésica tende a contentar-se
com calculos que deem resultados que apresentem uma exatiddo limitada, e no caso dos
numeros irracionais, geralmente, compreende-os por meio de exemplos, e issO € 0 que
usualmente é feito pelos professores de Matematica. Ou seja, 0s ndmeros irracionais sao
compreendidos, por grande parte dos estudantes da Educacdo Bésica, como um conjunto
numérico a parte dos racionais e que € composto por alguns nimeros especificos. Para o
autor, é esperado que o professor de Matematica ensine de forma tradicional e estanque,
contudo é preciso que o professor seja capaz de promover conexdes entre a Matematica
desenvolvida na Educacdo Basica e a Matematica que ele estudou no Ensino Superior de
forma a influenciar em sua praxis.

Nesse sentido, com relacdo ao ensino de Analise Real na licenciatura em Matematica,
o professor formador responsavel por essa disciplina pode aplicar o modelo de ensino
desenvolvido por Wasserman et al. (2017). De acordo com os autores, 0 modelo inicia com a
escolha do contelldo matematico da Educacdo Basica a ser ensinado, bem como a observacédo
de possiveis praticas de ensino de matematica que professores da Educagdo Bésica costumam
fazer no processo de ensino do contetdo em discussdo. Em seguida, o professor formador
responsavel pela disciplina de Anélise Real conduz as discussdes com 0s seus académicos no
intuito de identificar o conteudo de Anélise Real que pode ser adequado para desenvolver e,
de certa forma, validar por meio de prova formal o conhecimento matematico necessario e,
em comunhdo com as préaticas de ensino anteriormente observadas, atua para promover o
processo de ensino e aprendizagem do conteddo matematico da Matematica Escolar em
estudo.

Nesse processo de ensino e aprendizagem de conteudos da Matematica Académica
presentes no curriculo da disciplina de Analise Real da licenciatura em Matematica,
Wasserman et al. (2019) salientam que o modelo instrucional de Wasserman et al. (2017)

[...] considera as relacdes entre: (i) Matematica Académica; (ii) Matematica Escolar; e
(iii) ensino de Matemética Escolar. Os dois primeiros séo sobre contetdo; o terceiro €
sobre ensino. O Conhecimento Especializado do Conteudo para o ensino é
desenvolvido a medida que as ideias do primeiro e do segundo séo aplicadas ao
terceiro. Nosso modelo instrucional tem trés fases e “realiza” o estudo de Matematica
Académica, comegando e terminando com uma discussdo sobre ensino. As situagtes
pedago6gicas motivam o estudo da Matematica Académica para que os académicos
vejam a relevancia do conteudo em estudo e fornecem uma aplicacdo de como a
Matematica Académica pode informar o processo de ensino desse contetdo
(Wasserman et al., 2019, p. 7, traducdo nossa).
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Iniciando o debate no ambito da Histéria da Matematica, de acordo com Roque
(2015), durante o seculo XVII os numeros irracionais tinham manipulacéo livre pelos estudos
dos matematicos e sua natureza matematica ndo foi investigada. Por exemplo, “Pascal e
Barrow afirmavam que ndmeros irracionais deviam ser entendidos somente como simbolos,
ndo possuindo existéncia independente de grandezas geométricas continuas. Um nimero
como /3, por exemplo, deveria ser entendido como uma grandeza geométrica” (p. 434). No
final do século XVIII e inicio do século XIX, os numeros que hoje denominamos de
irracionais apareciam nos estudos dos matematicos como Charles Sanders Peirce (1839-
1914), George Cantor (1845-1918) e Richard Dedekind (1831-1916), inclusive no processo
de resolucdo de problemas, mas ainda ndo estavam definidos, sequer eram admitidos como
nameros. “Todos 0s nomes utilizados para designar esses nimeros exprimem a dificuldade de
admitir sua existéncia ou, melhor dizendo, sua cidadania matematica: numeros ‘surdos’ ou
‘inexprimiveis’” (Roque, 2015, p. 409, grifo da autora).

Em meio as discussdes envolvendo o conceito de continuidade, 0s numeros
irracionais se agruparam aos nimeros racionais para darem corpo ao conjunto dos nimeros
reais. Segundo Bacha & Saito (2014, p. 15)

Pode-se dizer que a medida que progredia no estudo da continuidade, Peirce foi
levado a rejeitar a visdo de Cantor de que o continuo fosse alguma forma geométrica
composta de infinidade de pontos. Enguanto Cantor e Dedekind consideravam os
nameros irracionais como complemento dos racionais, conferindo abrangéncia sobre
0s nUmeros reais, Peirce viu a relacdo entre racionais e irracionais de forma diferente.
Ele concluiu que havia uma espécie de proximidade nos reais que, na verdade,
constituia uma violacdo da continuidade.

De acordo com Bacha & Saito (2014), o conceito de continuidade para Peirce tinha
uma importancia primordial, sendo necessaria “para explicar o espaco, tempo e movimento,
mas também a evolucdo, o desenvolvimento psicoldgico, a propria ciéncia, enfim seria um
caminho para a verdade filosofica, mas também para a verdade cientifica em todas as areas”
(p. 20). Por outro lado, segundo Bacha & Saito (2014), enquanto Cantor pesquisou a
continuidade dos nimeros reais com seu estudo envolvendo séries trigonométricas, Dedekind
buscou caracterizar a continuidade ou a ideia de continuo, para construir a definicdo de
nimeros reais, por meio do processo matematico que ficou conhecido como Cortes de
Dedekind. Na busca por constituir processos de ensino envolvendo temas bésicos do Célculo
Diferencial, principalmente com o estudo de limites, “Dedekind percebeu que a intuicdo
geométrica, apesar de ser um guia, ndo era rigorosamente satisfatoria, assim se voltou para
um estudo puramente aritmético da continuidade e dos nimeros irracionais” (p. 20).

Broetto & Santos-Wagner (2019, p. 740) salientam que 0S nUmeros irracionais
fornecem sustentacdo para a composicdo do sistema numérico, sendo fundamental sua
compreensdo por parte dos estudantes da Educacdo Basica. “A insuficiéncia dos racionais
para realizar a medida de um segmento qualquer a partir de uma unidade de medida
preestabelecida, como a constata¢do da incomensurabilidade da diagonal de um quadrado em
relagdo ao lado, justifica a ampliagdo do campo numérico”.
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No caso da suposta situacdo relatada, além desses fatos e personagens da Histdria da
Matematica, € importante que o professor conheca os resultados provados por George Cantor,
como o de que “o conjunto R dos nlimeros reais ndo ¢ enumeravel” e de que “o conjunto Q
dos numeros racionais ¢ enumeravel”, pois sabendo disso e ainda que a reunido de dois
conjuntos enumeraveis é enumeravel e que o conjunto dos numeros reais é a unido do
conjunto dos numeros racionais e do conjunto dos nimeros irracionais, chegaria a conclusédo
de que o conjunto dos nimeros irracionais € ndo enumeravel e que, portanto, existem "muito
mais" nameros irracionais do que racionais, no sentido de que um conjunto ndo enumeravel
(no caso, os irracionais) possui cardinalidade maior que um conjunto enumeravel (no caso, 0s
racionais).

E verdade que tais argumentos fogem completamente ao nivel e aos objetivos do
Ensino Médio, assim como a apresentacdo rigorosa da teoria dos nimeros reais conforme
realizada nos cursos de Analise Real. No entanto, se o professor é capaz de relacionar os
conteldos que precisa ensinar aqueles que estudou na graduacdo, como salientam Klein
(1932) e Broetto & Santos-Wagner (2019), em particular na disciplina Analise Real,
possivelmente, esse professor tera maior seguranca nos dialogos com os seus estudantes,
elucidando duvidas como essa que exemplificamos, e poderd ir ao encontro das inquietacées
dos estudantes, estimulando-os, inclusive, a interagir durante as aulas.

De acordo com Elias (2017, p. 207),

Ao nos preocuparmos com o0 HCK envolvendo esses ndmeros, precisamos,
necessariamente, compreender como 0S racionais se conectam com 0s irracionais e,
consequentemente, com os reais. Se, por um lado, a construcdo formal dos nimeros
racionais por classes de equivaléncia é feita a partir das operacdes ja conhecidas para
0s nUmeros inteiros, por outro, a natureza da constru¢cdo dos numeros reais é bem
diferente, uma vez que necessita de no¢Oes da Andlise Real, como a de limite.
Segundo Ball e Bass (2009), 0 HCK “nao ¢ o tipo de conhecimento que os professores
precisam ter para explicar para seus alunos; de forma similar, o conhecimento do horizonte
ndo cria um imperativo para agir em uma determinada dire¢cdo matematica” (p. 10, traducdo
nossa). Mesmo assim, ter dominio dos contetdos a serem dialogados com o0s estudantes,
conhecer os conceitos envolvidos em sua integridade e, dependendo do objeto matematico
em debate, investigar o contexto histérico analisando os fatos e personagens que delinearam e
constituiram a construgdo dos conhecimentos matematicos atrelados, pode guiar o professor
em uma direcdo de mais compromisso com o0 ensino, evitando distor¢cdes que podem
provocar equivocos conceituais na aprendizagem da Matematica e, bem como ja destacado
por Avila (2011), no processo de ensino e aprendizagem dos nlimeros irracionais.

Situacéo 2

Segundo Lima, Carvalho, Wagner e Morgado (2006, p. 61) “A igualdade 1 =
0,999 ... costuma causar perplexidade aos menos experientes”, € um professor que, em Seu
processo de formacdo, ndo teve a oportunidade de pensar a respeito, pode sentir-se
incomodado e confuso com questdes a ela relacionadas. Para ilustrar tais questdes e colaborar
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com o debate acerca da importancia da Analise Real na formacao do professor de Matematica
e do HCK, no Quadro 4 descrevemos a situacdo envolvendo a igualdade mencionada.

Quadro 4 — Descrigdo da situacéo 2

Apdbs um professor de Matematica definir, em uma de suas aulas para o
Ensino Médio, o que é uma dizima periddica simples, concluir que toda dizima
periddica simples representa um ndmero racional, que recebe o nome de fragdo
geratriz, e ir além, como nos compéndios de Aritmética, afirmando que “A
geratriz de uma dizima periédica simples é uma fracdo cujo numerador é o
periodo e cujo denominador € o nimero formado por tantos noves guantos sdo 0s
algarismos do periodo” (Lima, 2006, p. 63), um estudante pode levantar o
seguinte questionamento ao seu professor:

___ Professor, se encontrarmos a fracdo geratriz da dizima periddica
0,999 ... do modo como vimos em aula, ficag = 1. E verdade que 0,999 ... ¢ igual
a 1 e que podemos escrever 0,999 ... = 1?

Visando colaborar com as discussfes em sala de aula, outros trés
estudantes podem participar do debate respondendo o seguinte:

____Euacho que 0,999 ... é quase 1.

Eu também acho, nesse caso deveriamos usar o sinal de aproximado e
ndo de igual. Para mim, igual é igual.

1 ~ ~ . 1 1 1
Calma, snaoe 0,333 ...7 Entéo se fizermos 3 T3t ;vamos ter, por

um lado §= 1 e, por outro, 0,333...4+0,333...+ 0,333... = 0,999 ... . Entdo
0,999 ... = 1, ndo € mesmo professor?

Fonte: Os autores

Assim como para lidar com a Situacdo 1 o professor precisa conhecer topicos de
Anélise Real, a Situacdo 2 exige o entendimento de assuntos relacionados a esta disciplina, e
foi por nos pensada para justificar a importancia da presenca de Analise Real na matriz
curricular dos cursos de licenciatura em Matematica, bem como para ilustrar a necessidade de
uma maior proximidade da matematica ensinada nestes cursos com a matematica da pratica
do professor da Educacdo Basica. Diferentemente da Situacdo 1, ndo se utiliza aportes da
Historia da Matemaética dialogando com personagens e fatos. Aqui, vamos iniciar a discussdo
trazendo trés resolucGes, conforme o Quadro 5, que séo debatidas por Elias (2017).

Quadro 5 — Trés resolucdes envolvendo a igualdade 1 = 0,999...

1)
Se,1=0,111.. 2=0222.. 3=0333.. 2=0444.. 2=0555..
9 9 9 9 9
logo, g = 0,999 ... e sg, % =1, entdo, 1 = 0,999 ... Chavante (2015)

(2)
Z=0,333.. 3.2=3.0333.. 1=0999.. Niven (1984)
3)
x = 0,999 .. 10x —x = 9 + 0,999 ... — 0,999 ...
10x = 9,999 ... 9x =9
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| 10x = 9 + 0,999 ... x=1 Niven (1984) |
Fonte: Elaborada pelos autores com base em Elias (2017)

De acordo com Elias (2017), a resolucédo (1), do Quadro 5, formulada por Chavante
(2015), proporciona discussdes no ambito do Ensino Fundamental, mais precisamente com
estudantes do sétimo ano. E um modo prético de apresentacio dessa igualdade nesse nivel de
ensino, pois estd embasada em uma maneira pratica de se obter fragBes geratrizes de dizimas
periddicas, como apresentado pela maioria dos livros didaticos do sétimo ano. Porém, como o
proprio autor salienta, “Trata-se, como o proprio nome afirma, de uma maneira pratica de se
encontrar a fracdo geratriz, mas que nada justifica” (Elias, 2017, p. 204).

Com relagdo a resolugdo (2) do Quadro 5 formulada por Niven (1984), e que vai ao
encontro da ideia proposta por um dos estudantes, ou seja, §+ § + § =0,333..4+ 0,333 ...+

0,333 - 1 =0,999 ..., Elias (2017), com base em Penteado (2004), salienta que nem sempre
é possivel realizar operagdes matematicas com representa¢des infinitas. Assim, essa situagdo
ndo é consistente matematicamente. Ja para a resolucdo (3) do Quadro 5 que também ¢é
apresentada por Niven (1984), de acordo com Elias (2017, p. 205, grifo do autor),
Entendemos que essa seja uma justificativa plausivel para o que se pretende, mas
também traz estranhezas consigo. Ao multiplicarmos 0,9999... por 10, caimos em
9,9999... e “acreditamos” que a quantidade de nove a direita da virgula é a mesma
que a quantidade de nove em 0,9999..., pois, ao subtrairmos 0,9999... de 9,9999... e
zeramos todas as casas decimais, concluindo que 9,9999...— 0,9999...= 9.

Para Elias (2017), a partir das discussdes geradas pela igualdade 0,999... = 1, outras
problematizacGes podem ser realizadas, tanto com os estudantes da Educacdo Basica quanto
no processo de formacdo de professores de Matematica e de forma a fomentar debates que
envolvam o conjunto dos nimeros irracionais. “Por exemplo, se 0,999... e 1 forem diferentes,
entdo deve haver um namero real entre esses eles. Neste caso, qual seria a média aritmética
entre esses dois numeros (0,999... ¢ 1)?” (p. 208). A seguir, o leitor pode perceber quais
seriam 0s conceitos e elementos de Analise Real envolvidos na Situacdo 2 e que poderiam
ajudar um professor que vivenciasse uma situagdo como essa em sala de aula.

~ . , 9 9
Dada a expressdo decimal a = 0,999 ... representada pelo nimero real rRETT

9 . . . A s ~
oo T de fato é possivel afirmar que « = 1. Neste caso, temos uma sequéncia nao

decrescente de nUmeros racionais

a1 <a,<az3<--<a, <

9 99 999 9 9 9 9 ~
emque a; =—, @y =—, A3 =——, &, = —+—+—+ ---—, (que sdo valores cada
10 100 1000 10 100 1000 1om

vez mais aproximados do nimero real « = 1, umavezque 1 —a; =0,1,1—a, = 0,01,
1—a3=0001 e mais geralmente, 1—a,=10"", de modo que tomando
n suficientemente grande, a diferenca 1 — a,, pode tornar-se td0 pequena quanto se deseje.
Neste caso, dizemos entdo que o nimero real @ = 1 é o limite da sequéncia de nimeros reais
que apresentamos. “O conceito de limite — um elemento fundamental na analise real — é Util
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para reconciliar tensdes sobre expansfes decimais infinitas por meio de sequéncias ou séries
convergentes, por exemplo, 0,9 = 1” (Wasserman et al., 2017, p. 2, traducio nossa).

Assim, segundo Lima et al. (2006, p. 61), a Unica maneira de dirimir o aparente
paradoxo 1 = 0,999 ... é esclarecer que “o simbolo 0,999 ... na realidade significa o niUmero
cujos valores aproximados sdo 0,9 0,99 0,999 etc”. E conforme vimos anteriormente, esse
namero é 1.

Entendemos que o professor de Matematica que for atuar no ambito do Ensino Médio
precisa conhecer 0s objetos matematicos descritos para sentir-se seguro frente aos
guestionamentos dos estudantes, e ndo correr o risco de ser influenciado pelos pontos de vista
destes e vir a se equivocar em suas respostas. Além disso, esse conhecimento pode tornar o
professor capaz de propiciar uma interacdo produtiva em sala de aula. Nesse sentido,
concordamos com Elias, Gereti & Savioli (2015) que, para que a interagdo seja produtiva,
faz-se necessario que ela esteja ao alcance dos estudantes. Assim, conforme os autores, “ao
falar sobre as representacdes de um numero racional, por exemplo, professor e aluno devem
falar na mesma direcdo, compartilhando conhecimentos” (p. 12). Porém, como ressaltam
Wasserman et al. (2017) e Wasserman et al. (2019), para que isso seja possivel, é
fundamental que o professor tenha consciéncia e respaldo dos contetdos que estudou no
curso de graduacao, e que possa realizar as devidas relacdes entre 0 que aprendeu e o que ird
ensinar.

Algumas consideracoes finais

A discussdo acerca da presenca da disciplina Analise Real nos cursos de licenciatura
em Matematica ainda suscita muitas polémicas, apesar da pesquisa apresentada neste artigo
mostrar que a quase totalidade das instituicbes publicas de Ensino Superior no Brasil a
mantém em seu curriculo, respeitando as diretrizes do Conselho Nacional de Educacao.
Como vimos em Gomes (2013), os licenciandos em Matematica e os professores da
Educacdo Bésica que participaram da pesquisa demonstraram certa aversdo a Anélise Real
por considera-la muito dificil e formal, bem como avaliaram que hd um descompasso entre o
que é aprendido na disciplina e o que é ensinado no Ensino Basico. Apesar disso,
manifestaram um sentimento de que a Analise Real executa um importante papel na
formacdo dos futuros professores de Matematica. O que pudemos perceber é que ha
unanimidade com relagdo a importancia de se aprender essa disciplina, mas as razdes para
explicar tal posicdo permanecem, segundo a visdo de grande parte das pessoas, um pouco
obscuras.

De acordo com Wasserman et al. (2017, p. 2, traducéo nossa),

De fato, cursos de Analise Real projetados para professores as vezes se baseiam
nessas conexdes para tornar as ideias em analise real mais concretamente relacionadas
a Matematica Escolar. No entanto, quando questionados sobre como cursos de
Andlise Real afetam seu processo de ensino, os professores raramente citam esses
topicos ou quaisquer outras conexdes explicitas entre Analise e Matematica Escolar.
Mesmo quando sdo mostradas aos professores explicacdes a partir de analises reais
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que resolvem as tensdes descritas anteriormente, como uma prova de que 0,9 =1,
muitos dizem que essas explicacfes ndo sdo relevantes para suas praticas de ensino.
Para evitar interpretacdes erréneas, ndo afirmamos que essas ideias em Andlise, na
verdade, sdo irrelevantes para o ensino da Matematica Escolar, apenas que alguns
professores as percebem como tal e a maioria ndo consegue conectar essas ideias a
acOes pedagogicas concretas.

E evidente que este assunto ainda precisa ser amplamente discutido com a finalidade
de estabelecer, de maneira mais clara, qual é o papel da Anélise Real na formacdo de
professores de Matematica para que as dificuldades nitidamente presentes no seu ensino
sejam enfrentadas de maneira mais consciente. Jakobsen et al. (2012) afirmam que os tdpicos
de “matematica avancada para os professores precisam estar demonstradamente relacionados
ao trabalho do ensino nas escolas” (p. 4636, traducdo nossa). Seguindo nesta direcdo, este
artigo tem o intuito de trazer para o debate a ideia do Conhecimento do Conteldo no
Horizonte, teoria ainda pouco discutida no Brasil, porque entendemos que ela pode ajudar a
fazer uma ponte entre a Matematica Académica e a Matematica Escolar.

As situacOes 1 e 2 apresentadas mostram as relacfes que, apesar de serem sultis,
claramente existem entre a Analise Real e os contetdos estudados na Educacdo Bésica. A
aparente falta de relacdo entre esses contelddos é compreensivel, uma vez que a
enumerabilidade de conjuntos, como na situacao 1, e as séries, como na situacdo 2, nao sao
temas que os estudantes devam, necessariamente, aprender, a ndo ser em cursos de Ensino
Superior. No entanto, sem o conhecimento deles, o professor pode acabar tomando decisdes
menos acertadas no momento de conduzir as davidas como as que foram apresentadas.
Mesmo que os estudantes ndo tenham intencdo de construir carreiras na Matematica, o
professor deve ter condi¢cdes de dirimir suas duvidas da melhor maneira possivel, sempre
respeitando a integridade matematica. As situacdes mencionadas foram pensadas como parte
da tentativa de continuar uma discussao que sabidamente j& acontece, mas que pode, e deve,
ganhar contornos mais praticos. Em outras palavras, nossa intencdo foi a de apresentar
situacdes que poderiam acontecer dentro de uma sala de aula de Matematica e trazé-las aqui
na forma de dialogos, visando ilustra-las de forma um pouco mais compreensivel.
Acreditamos que 0 constante exercicio de imaginar situacdes e tentar prever as possiveis
reacdes dos alunos, por mais dificil que isso seja, € importante na medida em que possibilita
ao professor refletir a respeito delas e se preparar para gerencia-las da melhor forma possivel.

De acordo com Ball et al. (2008), o HCK diz respeito ao panorama do conhecimento
matematico, antes, durante e depois de um ou mais processos de ensino e aprendizagem da
Matematica. A construcdo de conhecimento matematico que se perfaz no horizonte do
professor perpassa pelo passado, presente e futuro com relacdo aos contetdos presentes no
curriculo escolar e para além deles. Para Fernandez & Figueiras (2014), o HCK além de
envolver os contetdos curriculares, engloba as relacfes dos objetos matematicos entre si e em
diferentes éareas do conhecimento, assim como em outras areas necessarias ao
desenvolvimento da praxis do professor, que inclusive, transpassam o dominio do contexto
escolar.
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Nesse trabalho, entendemos que o estudo do HCK possibilita compreender como 0s
objetos matematicos se relacionam uns aos outros, como eles se entrelacam e se articulam.
Ou seja, no dialogo com os estudantes sobre um determinado conteldo matematico,
possivelmente vém a tona outros assuntos matematicos que ja devem ser de conhecimento
dos estudantes (suposto aprendizado no passado), bem como se deve buscar a constituicdo de
elos com outros temas matematicos, que emergem logo em seguida ou que ja estejam
interligados, em consequéncia do objeto matematico que se esta dialogando (presente) e com
vistas a preparar o0 terreno para a construcdo de conhecimento matematico do que ainda esta
por vir (futuro). Compreendemos que as constituicbes desses elos sdo validadas
matematicamente, no processo de formacao inicial do professor de Matematica, no &mbito da
disciplina Analise Real.

As pesquisas por meio do HCK envolvem o desenvolvimento de habilidades
complexas, articuladas e dinamicas, geralmente de cunho matematico, mas que podem estar
atreladas a outras areas do conhecimento, e pedagodgicas do professor de Matematica, com a
finalidade de possibilitar a transicdo do conhecimento matematico desde o que o estudante ja
deva saber (passado que se faz presente), com o que ele esta buscando aprender (presente de
olho no futuro) e com o que ele ainda precisa conhecer (futuro que se faz a partir do presente
em consonancia com o que se aprendeu no passado). O estudo das ideias que compdem o
cerne do HCK é fundamental para a constituicdo do planejamento, desenvolvimento do que
foi planejado, bem como das reflexdes que emergem da praxis do professor de Matematica.

Por falar em préxis educacional, concordamos com Wasserman et al. (2017) quando
destacam que acreditar que a simples conclusédo da disciplina de Analise Real na licenciatura
em Matematica proporciona ao professor da Educacdo Béasica um bom desempenho em sua
praxis de Matematica Escolar, ou seja, discutir os contetdos de Andlise Real e compreendé-
los por si s6 ja garante que esses professores vao aplicar o que aprenderam em suas praticas
escolares, corresponde a uma transicdo dificilmente de ser realizada em contextos
educacionais. “Ha uma esperanca implicita de que, como um subproduto da aprendizagem de
conteddo de Matematica Académica, os professores responderdo diferentemente das
situagdes instrucionais no futuro [...]” (p. 3, tradug@o nossa).

Nesse sentido, tendo como perspectiva 0 SCK a ensinar, compreendemos que se faz
necessario focar no processo de ensino e aprendizagem a ser realizado pelo professor
formador responsavel pela disciplina de Andlise Real na licenciatura em Matematica, de
forma a realizar uma abordagem educacional que parta da praxis de professores da Educacéo
Basica, a fim de promover discusses educacionais com seus académicos com o intuito de
realizar didlogos ou interlocugfes entre os conteldos de Matematica Académica (presentes
em Analise Real) e os saberes matematicos a serem ensinados (Matematica Escolar) no
ambito da Educacédo Bésica. Assim, como salientam Wasserman et al. (2017) e Wasserman et
al. (2019), as acBes educacionais de Analise Real devem iniciar pelo processo de ensino e
aprendizagem de conteudos da Matematica Escolar, perpassar pela Matematica Académica
em Analise Real produzindo elos entre o conteddo matematico (da Matematica Escolar) de
partida e desenvolvimento do SCK dos académicos e, posteriormente, retomar a praxis
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educacional inicial com um processo de ensino e aprendizagem que auxilia a problematizar
e ressignificar contedos matematicos presentes na Matematica Escolar, com os quais a
Anélise Real tem forte conexao.
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